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BRSTES BUOH. 


HtiLFSMITTEL AUS DER THEORIE 

DEE 

LIREAREN DIPFERENTIAL-GLEICHIINGEN. 


Riemann-Weloer, Partielle Differentialgleioliungeu. II. 
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iltT ©itifiichitt*n tinct wichtlgiton iuih dnr Tlu'oric^ dor liiioaroii 
UifftTAntialgloidituigin tnit otnor uniibluingigtni Vuriablon k(Min('ii 
urdcrnt. 

In don lYobb-rncn, die> wir in don iulgnidou lUilibn-n bo- 
hiimlidn wordon, troton wdolu' Dinbri'iitialgloiahnugon, mid zwar 
bitKdiidorM din vein dor ^'widb'it Onlnmig, immer mobr in don 
Vordorgmneb 

Ibo TlnHirio dor Hiioaron DiflVroniialgbnidiungon iat diindi 
liio i'urn’tiafinntbwirntimdion MotlnnUni, »lio zucsrHl Ilitiniann darani 
aiiKowaitdl bftt, dumb din Untoreuflumgon van FucdiK, Fro- 
liotsiuii u. A, is\i rnnnr nmfiingrdolHm Lobro misgebildot wordon. 
Kin grnwor Tlinil diitiiir fillgiiniftini'Ci Thooria hat nbor bishor, 
winhtig nr filr din Aimly^«iH i«t, in dor Pbyiik nodi koino Vit- 
wandung giifundtitH imtl *w dlirfto dalior dom L©ior, doHHon Intor- 
oHw in nwter LIniii a«f dks phyiikaliidnm Anwendungen giiriditot 
i«L willkoiiiiftan tiin* hior winou gedrEngttn tiabwrblick iibor ilan 
Thoil di««r Theoria «« findtn, d«r fllr physikaliioh© Atiwon^ 
dmigi!n wirhWg ist. Vm kommen liierbtii voreugiweiso din linoaren 
Liflorofttialglaitdmngan iweitir Ordming in Betracht, auf die wir 
«U8 vtm vornhariifi l»»chriakim wolkti. Wir kniipferi dabei an 
dif* iilteraii IbitarsuclittBpri fan Enler, Gauis, Kummar an, 

1 #. 




4 


Brster Abschuitt. 


auf die man ziirilckgreifen muss, wenn es sic 
Berechnung geeignete Darstellungen hanclelt’ 


§• 2 . 

Eintheilung der linearen Differentialgle 
Ordnung nach den Dimensi( 


Wir beschaftigen uns jetzt also mit de 
linearen Differentialgleicliung zweiter Ordnung 


( 1 ) -h H-i>2 2/= 0, 


worin y die abhangige, x die unabhangige Va 
aucb complex sein kann, und 


( 2 ) 


dx^ 


_ y 

dx^ 


gesetzt wil’d. Die Cocfficienten. |)o, pi, 
tionen von x. 

Wir konnen diese Gleichung, obne ihre Bei 
mit einem beliebigen Factor, der eine Functioi 
multipliciren, und wir konnen so den Coeffick 
Differentialquotienten y" durcb Division mit c 
schiedenen auf 1 reduciren. 

Wenn die Coefflcienten rationale Funct. 
so konnen wir die Gleichung durch Wegschaffen 


q Euler, lustitutiones calculi integralis, Vol. 2, 
Gauss, Disquisitiones generales circa seriem i 
Werke Bd. 3, S. 123 (u. S. 207 aus dem Nachlass), 

Kummer, Ueber die bypergeometrische Reihe. 
Bd. 15 (1836). 

Riemann, Beitrage zur Theorie der durch die 
P, 7. aj) darstellbaren Functionen (1857), Werb 
aus dem Nachlass). 

Die Resultate der Untersuchungen vou Fuchs i 
wickelung der Theorie der linearen Differentialgleichi 
ausfiihrlich dargestellt in den Lehrbiichern: 

L. Heffter, Einleituug in die Theorie der 1 
gleichungen mit einer unabhangigen Variablen. Leipzi 
L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 1 
gleichungen, Leipzig 1895 bis 1898. 
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> F.inthfiluuif d.T lincanMi !>i riCiMMi l.iiilfifloichungeu. 5 

mill i^cmcinHchartlichini Fai-t.iiri'ii aiif (‘ino Korm briiif^an, 

ill .let* (lie (’oiifficimitfii yi ,,,/'m th rationale Fuiic,- 

tioami veil ./• oinic Ki'iucin.scli.'iriliolimi Tlioilor sind. 

Dii'h ist d(‘r Fall, dcr iuih liicr last, auHst'hlieHHlieh heschafti^eii 

wircl. 

Wir wolliiii iticr /uiiilrliHt diMi iin eratoa Handc', mir kurz in 
d'T AnniarkuniJ: auf S, 12'd aiif^cdmitetcu BawiUH aaelitraffeii, dass 
dii* (ilaiciuuiK fl) iiichl. nadir hIh /.wai linear unaldifinf^ifTc Iiite- 
^rali* luda'u kami. 

Wcnn die dr«d Fiuadionan //^, i/.^, ij, linear abliangig siiid, 
sn liiHHt sich (diti* von ihn«*u, etwa linear iind rnit eonstaiiten 
t'oefliriinilen dnrch die lieideu ajnlinani darHiidUni in der Form 

Fit !h f'lHi 1 

wurnUH dutrh '/.weinmIiKi* DilTerenliation 

tit '/a f 'si/ai 

F‘t Ih '(\!h ! f-al/a* 

Kh tnuHH abo, wie itu« tier 'Idnmrie der linearcm (Heichungen l)i‘- 
kannt int. die De.termiriimie 

tiu !fh lit 

I til }h> iL n'l 

u*r«ehwiiidi*n. Wmiu unigoktdirl. slieHe Detm-ininaul.e ve.rKchwindel, 
HO wild i‘ntweili'r Hchon .yj, i/j von (dnaiaier linear abhilngig, d. 1i, 
f/, iind i/j steheii in e.mwtuniern VerhlillniHH iiiul ea isl, 

i !li>h 

nbdeb Mull, Oiler vn wt ,/j von Null verKiddeilen uiul oh laHHcni 
Hiei! din IkMdlic'icfttfciiit r,, C3. $?unaeliHt ala Flinclioneii von so 
beHtimifieiii dtwii die lilekibungciu id), i4), uml Hodanu wegen 
./ 0 iitieli t&l liftfriedigt Hind. Hann folgl aber duroh Diire.- 

reiilktioii vrm jS) und (4) mit lbniui*/.ung von (4) und (6): 

ill t I > I .. 

" ^*8 !h d, 

nnd daratw ergitdd tieb, ila Ji von Null verwchiedeu ist, c'j 0, 
f] i) Iind <t| tttiti c, «inil ftl«o CloUHtanten. 

IhiK. Veriubwiiidon iler Belermiuauto d ist also 
die no t b w !• n cH g 11 it ml h i ri r e i v h e ti d e B e d i u g u n g fU r die 
liiiefire Abhingigkeit dor ilrcsi Fiiaotionen t/j, i/s, t/s- 
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Sind Him ya, 2/3 Losungen von ( 1 ), so ist 
p() yi Pi y'l Pi Vi — 

Pc yi. Pi Ui “f" Pi Vi ~ 

Po yi + Pi ^3 + Pi y.1 ~ 

woraus folgt, da jio, Pn P 2 alle drei Null sin cl, class 

Determinante J verschwinclet, y^, y^ also linear abhangig sii 

Wenn Xq ein Wertb von a; ist, fiir den pjpa und p^/po 
alien ihren Differentialqiiotienten eTidlicbe Werthe haben, so ka: 
man fiir x = Xo die Werthe y — ya, y' = Po wilUdirlicli ^ 
nehmen, und dann durch fortgesetzte Differentiation der 
rentialgleichung (1) die Werthe der hoheren Differeutialquotieiit< 
yo, Po",... bis zu beliebiger Hohe berechnen. Man bekomrut 
die Coefficienten in der Taylor’schen Entwickelung: 

(8) y = Po + (^ — Po H— 3^72 " -1~ 2 * ' 

die dann ein Integral von (1) mit den beiden willkurlichen O 01 
stanten po) Po darstellt. Auf den Beweis der Gonvergenz dies* 
Ausdruckes, den man in den Lehrbiichern der IntegralrecljLnu .11 
Oder der Differentialgleichungen findet, gehen wir hier nicht eii 
was wir um so eher konnen, da wir es in der Folge meist m: 
Differenfcialgleichungen zu thun haben werden, die sich cluro 
leicht zu iibersehende Ausdriicke integriren lassen. 

Die Entwickelung (8) kann nicht mehr aufgestellt werdei 
wenn p^ fiir x =■ x^ verschwinclet. Diese Punkte heissen di 
singularen Punkte der Differentialgleichung. In ilire 
TJmgebung folgen die Entwickelungen der Integrale, wenn si' 
iiberhaupt moghch sind, anderen Gesetzen. 

Den Fall, wo die Coefficienten |)o, pi, p^ in der Gleichiiii^ 
(1) Constanten sind, haben wir schon im ersten Bande ansfiihrli cl 
erortert. Der nachst einfache Fall wiirde der sein, wo po 1 Px 
p^ lineare Functionen von x sind. 

Es scheint aber fiir manche Zwecke, namentlich fiir die 
Integration durch Potenzreihen, sachgemasser, die DiflFerentiail- 
gleichungen nicht nach dem Grad der Coefficienten, sonclern 
nach den Dimensionen ihrer Glieder in Bezug auf die 
Variable x einzutheileni). Bei dieser Zahlung haben cc uii<l 
dx die Dimension 1, wahrend die Variable y keine Dimension 

D Riemaun’s Werke, zweite Auflage, S. 435. 


Differentialgleichungen mit liuearen Coefficienten. 
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erhalt. Es haben also y' und y" die Dimensionen — 1 und — 2, 
und um die Dimensionen aus den Differentialquotienten weg- 
zuschaffen, setze man 

dy 1 dy . 

dx X dlogx'' 

'' d^ y _ I / d^y dy \ 

dx^ \dloga;2 dlogxj' 

Durch. diese Substitution erbillt (1) die Form 


d^y I 


dlosx. ' ^ 


( 11 ) p,z=x^g,, = oc(g^ -ir (hi Ih = 

gesetzt ist. Jetzt werden die Dimensionen der Differentialgleichung 
einfach durch die Dimensionen der Coefficienten g bestimmt. 


Differentialgleichungen mit linearen Coefficienten. 

Wenn die Differentialgleichung (10) §. 2 nur Glieder you 
gleicher Dimension enthalt, so sind g^, g-i, g^, mit einer Potenz 
von X proportional, und wir konnen' diese Potenz von x weg- 
heben, also g^, gi, g^ constant annehmen. Dann hat diese Diffe¬ 
rentialgleichung (10) das particulare Integral 


wenn m eine Wurzel der (luadratischen Gleicliung 

( 2 ) goM^(Jimgz ~ 0 

ist, und man erhalt daraus zwei particulare Integrale, da man 
jede Wurzel dieser Gleichung fiir m nehmen kann. Sind diese 
beiden Wurzeln eihander gleich, so erhalt man das zweite parti¬ 
culare Integral in der Form 

(3) y — x'^logx. 

(Vergl. Bd. I, §. 56.) 

Der nachst einfache Fall ist dann der, dass in der Diffe¬ 
rentialgleichung Glieder von zwei verschiedenen Dimensionen 
vorkommen. Dann haben die Coefficienten go, gi, g^ die lorm 
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( 4 ) Qo ~ 4 " ^0 Q.I — Qi 

Oder kdnnen wenigstens darauf gebracht we 
plication der ganzen Gleichung mit einer Pot 
hierbei nicbt erforderlicli, dass.w eine ganze 
m gebrochen oder irrational, positiv oder 
«o, ^ 0 ) <^15 <^ 2 , ^2 sind Constanten. Mit diese 

rentialgleichun gen; 

(5) + - 

werdeu wir uns in der Folge vorzugsweise be 
Hierauf kann man iibrigens auch den 1 
die Coefficienten p^ in (1) §. 2 line 

von a; sind. In diesem Falle haben die ein 
Difterentialgleicbung 

( 6 ) Ihy"fiV'-V M = 0 
flie folgenden Dimensionen: 

p^y" Dimensionen — 2 , — 

« — 1 , 

Ih y « 0 , 

Es kommen also im Allgemeinen Glieder 
denen Dimensionen darin vor, von denen in 
eine oder die andere wegfallen kann. Die Gb 
Form nioht, wenn man an Stelle von x eine 
fiihrt, die eine ganze lineare Function von x 
Wenn daher zunachst p^ nicht constant 
po selbst als unabhangige Variable einfiihren, 
speciellere Form 

ocy" P\^y' Pi y = 0 , 

in der die Dimension — 2 nicht mehr vorkomn 
nun fiir y 

(®) y — 

wenn X eine noch zu bestimmende Constante 
tiir z die Differentialgleichung 

( 9 ) xz" (2 Xx ~l- Pj^)z' -j- (X^x -j- Xp^ - 

und man erhalt nun eine quadratische Gleic 
man fordert, dass 
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1. 1»H* hyju>rjitu»nu‘l.riHch(' Dil'i'eroutialpflciishung. 

l'^:r 1 ■ A/), + p., 

\tui ./• lUiabhihiKig, uIho conHt.aiit W('r(l(in soli. Dami aber bleibe.n 
ill tliT (ilcifhun^ (SI) iiur nooli dio Diinonsioiioii 0 imd —1 und 
sit‘ kaiui auf dit* Konn (5) ge'bracht werdon. 

Iht aluT coiistaiit, so kihiuoii wir zr-. 1 a,mi oh men, unci 
(*rhaltt‘u duirh die SubstituUon (H) 

(1()> ' (2/I • I ■ //j) y ■ I - (-j A/ij \ p^).i: ~ 0, 

Wfini unii iiifbt coiiHtant ist, so kiinneu wir X so be- 
Ntinum'U, tlasB A'-* I Ipx I p-i eoiiHtant wird, uud dann kdnneii 
wir dii* liiK'ai'c Fnnftion 2 A } yi, als nouo ui)abhiLnf?ip[e Variable 
X t'iidiihriMi. Ilami abm' t'rhilli fl(l) luir nooli (Hioder der beide.n 
Dimi'iihionon 

2 , 0 . 

IhI ahri* «*ndUt’li audi p^ (aiiistant, ho kann man =rrr 0 

Hid'/.cn n«d daini fiir di(^ lineare Function 4'“h l^a 
ncuf Variaidc x ninfiihrcn, wodurcli man auf die Form der 
i liffercntialKbdr.hung 

ill) 

lii'fUbrI wird. die nur die beiden DiinoiiBionen 2, 4’1 


1) 11 * hy per Ken ni e t r isch<• Id ffe.r(ui ti a 41 eichuiig. 

Wir gehen jet-/,! •/.nr BetrachtuuK der DilTorentialgloicbung 

(.‘i) % d liber; 

( 1 ) 1 "‘I ‘ 1 =o- 

Fm eiiifge Uin«|delt' an/.utilbren, bemerkon wir, dass diese 
llbdcliuitg I'itr 

- n 0, u, - n^ w —2, 

ns 

d* If 


d logjr* 


1 (^a 


0 


*1 Schl«»mile.h, (’amperidiura der hflberin AiialyBis, Bd. 2, zweite 
All!lug*’ fBratstiwdiwftig 18741, 8. 
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libergGht, was mit der DifferGntialglGichung fiir di© BgssgI’sc 
F unction J,, [Bd. I, §. 69 (12)] iiberemstimmt. 

Fiir die Annahme 

ni == 2, tto = ^0 “ ~ ^5 (2 V -f- 

tta = 0, 62 = -[- 1) — V (v + 1) 

erhalt man die Differentialgleichung 

(1 __ ^ 2 ) ^_ [1 4 - (2 V + 1) f 

^ ^ cUogx^- L -t ^ T ; .1 ^jf]Qg ^ 

+ [n (w -\- 1) ~ v(v -\- i)j x^y = 

oder 

(1 — x^-) — i2v 4 - 2 )a:^^ H- \n(n^l)-~v(v-^l)]y = 

worin man die Ditferentialgleichung der Kugelfunctionen, Bd. 
§. 115 ( 3 ) erkennt. 

Wenn man in (1) die Substitution x = dlogx = (idlog 
macht, so erhalt man 

(2) (fto -h ^0 ^’F'O ^ log^J.2 + (»i + '‘O 

+ (^2 -j- ^2 y — 

Die Dleicbung iindert also ihre Form nicht, und da der I 
ponent y, beliebig ist, so Mgt, dass die Allgemeinheit nic 
beeintrachtigt wird, wenn man in (1) fiir m einen beliebig 
speciellen Werth setzt. Setzt man einmal m = -f- 1 ? dann m— — 
und multiplicirt im letzten Falle die ganze Gleichung mit x, 
erhalt man beide Male eine Gleichung von der gleichen For 
nur dass der Coefficient des ersten Gliedes das eine Mai ao-j- 
das andere AJal ist. Da und nicht beide V' 

schwinden konnen, so erhalten wir aus (1) eine Gleichung v 
hinlanglicher Allgemeinheit : 

( 3 ) (ao 4 ‘^o;^) Jlbg^ fiiQg^ “h (^2 4 “^2^) 2 / == 

wenn wir darin noch die Annahme machen, dass a<^ von Ni 
verschieden ist. 

Nun fiihren wir noch fiir y eine neue Variable y^ ein , 
dem wir 

( 4 ) y ~ x'^yI 

setzen. Die neue Gleichung fiir y-^ wird dann, wenn wir 5 






I>i(5 hyi»ergQoiiH‘.t,ri8ohe Reilu'. 
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ii* 'lir ** 1 ■'> ' 


i ’ 


' I r ^ III-'*’ 

>' f t' • I ) } // • 

lfuiu‘tioiiE*ii . |t*i. I 

ti • , 

ihi 

^ InR./, 

t, unci du tlt-r 1-4- 

Igtuncuuhfil siiria 
t'irit’n helt€stft||ii. 
I. cliuiii m ■ I 

lue.hmig mil .t , 
i*r glricIiPti t’V»r«s 

urit* Miil ii„ ^ i 

iiicdit hf^irii* 
iif* Cill'il‘hllfl*S 


AI ikiirzunjx (lit* liTHMiriui von wisclcr init ^0 <2 

7 ,. !u‘Zf‘irliiH‘ju ’ ’ 


(•>< 


d‘ c/j 

(I 


(“'/oft ! Hi) 


d ;//, 

d log.T 


U/(( 


'/i ^ \ - <h) Vi “ 0. 


IHf Form dor Cllcdohung IdoilR uIho dioBcdlm; wir orkalten 
iilier iiofli die Mdglichkoii, iibor eiiio dor OoiiKtunton zu verfiigeii, 
und wir wollcn dicK daduroli timn, days wir 


4 j-cca-— 0 

s(‘t/,i‘n, also doH ('.oiUTHnoniim von ;//, mit x proportional aii- 
tudmifu. Dmunacii kiinimn wir die (Uoichimg (B) in dor Form 
aiinchtnen; 

i6i i i r«. f I 

Wir macdion vorltiuBg noch dies Aimahme, dass auch 60 von 
Null vorschiodeu soi, worin allerdings oiiie besclirankendo 
VoniuHitteung Ibsgfc. Wir wordon aber das schliossliche Resultat 
daiut duroh tdnmi ointaohon (Iron/dibcirgang auch auf den Fall &o = 0 
uiiHtiolmcn kdnncm (§. 6). Dann fllhren wir fiir x cine nouo Viiriable 

' ' <h 

luu, und kunnou. mit otwas vorilndorter Hedoutung dor Oon- 
Mtnnbm. die Citidchung in dor Form anuobmou: 


(7» 


rl 


d^if , , , , , di! 

.r| ., ‘ I (u. ‘ 0, a:J , , 

•'alog.r 


h.^xy 0. 


{Hoin (Uoifhung nonnaii wir dio bypergeomotrisebo 
IH t' f i» r *• n t i ft 1 g 1 !• i 0 h u n g. 


(r% vbiX.<ifi »i. 
tag vci n \ ti II 
riabhi , t,.. 


iM 


§. 5 . 

Die byporgiomatrisebo lieibe. 

Wir wolkiM ntm die Difforontialgleiidiung (7) §. 4 (lurch eino 
Fubm/.reihe intefriran aiichem 

Wir witem, indom wir mit unbostimmte Constanten be- 
/ficlimm; 


, werin w»r 
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2 / = 2 


dy _ 

(I log a; 

d'^y ^ 

dXogx"^ 


2 Ay^nx->\ 

n = 0 
00 

^ Anfl^X-^, 


und wenn wir dies einsetzen, so folgt: 

Oi, «» 

( 2 ) AnX»n(n-{-u,)(n^ — h^n 

n=0 

Urn diese Gleichung etwas einfacher darstelL 
wollen wir uns.die quadratische Function, die hier 
von auftritt, in ihre linearen Factoren zerle^ 

w2 — = (n -f- «) («- -f- /?) 

setzen, so dass 

(3) \ z= a — h — — «/5, 

und der Uebereinstimmung wegen setzen wir nocli 

(4) = y — 1, 

so dass die Differentialgleichung §. 4 (7) so dargei 

» + Ir -1 - («+f) *] 

die man mit Benutzung von 


dy dy d^y 

(Z logic dx'' dlogx^ 


a/ /y2 I 


nach Unterdriickung eines Factors x auch so schr 


(6) X (1 — x) -f- fy — (t» -f- ^ “h 1) 


rl ^ _ 

dx 


und da man in der ersten Sumrne (2) das Glied 

verschwindend Aveglassen kann, so ergiebt sich: 

00 00 
2 -^n ic” n (n -j- y — 1) = ^ ^ (n -j- 

n = l n = 0 

Oder Avenn man in der zweiten Summe n — 1 ai 
setzt: 

00 00 
(7) 2 AnX^n{n-}-y — l) = ^ i ic” (n-}-w — 



I)i<i hyi»tn*}r(u)itui{,riHohc lloilie. 
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l);i tlic'Hf heidoii Roihtui idcuitiscli soin sollen, so folgt; 

(H, ^ Cn I 1 |(„, 

u(n -I y ■ - 1) 

wir, was lum froistcdit, ~ 1, so folgt 
4 

' ‘ 1.y’ 

A . , » l)(/i I 1) 

* ‘ \ i) ' 

. .... A 1 1)(/^ -f- *'• U 

" ‘ " ‘ n(y4. n- ^ 1) 

nnd daraus dundi Multi])lit;atkm 

■j _ ‘ h ^ 1) 4- + n - 1) 

. n y{y‘\\)...{y~\~n--l)' 

Wir koitiinmi also m folgoiulom Rosultat; 

Didiiiireti wir tdiio Function /'’(«, /?, y, x) durch die unend- 
lichc Riuho; 


f!») F(ei, f, 'rr I 


oc{a + 1) 4- 1) 


' l.y ' 1.2 y(y 4- 1) 

«(« ! 1)(« } 2) {i((i 1 2j,^,„ , 


1.2. H 


yiy I 0(r l 


!l /'’(«, (i, y, X) 

riu |»iirticnlttrcs Integral dcr hypcrgcomctrisclum Dilierontial- 
.'.rleirhung {6|, 

Dies unimdlitdie lUuhe (l)j wird die- hyporgeomotrisch© 
R 1*1 he germnnt 

Auf ihre Forivergens^ kiminm wir aii8 (8) schliesson. Danach 
niihert nich tier Quotient siwcuer auf einandor folgenden Olieder 

I ^^ + W 

(n f* l)(n [• y) 

lint iinnndlloh wachsendem n der Groince und daraua folgt 
nach eiiitim bekamiten Batee, daai die Roihe F{oi,, /3, y, a;) un~ 
Iiedingt ecinvergirt, so lange der absolute Worth von 
I klfiiner ftl« 1 ist Ks iit alio durch diese Roihe eine 
stetige Ftirictioa dea oomplexen Argumentes x inner- 
halb dt»i Kintuiitskreiioa definirt. 
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Krst or Abachn itt. 


Mill Aii.siialmu'fall ist ahor zu <TwiiluH*n, in dei 
lletrachtuiigeii ihra Giiltigkcit vorlieren, namlicl 
odor gloich eiiier iiogativen giinzon Zalil int, weil dami 
(<)) YOU eiiiem gowiasen an uneiullioh grone wcrden 
aul' flo.ii Ausnahinefall, don wir vorlilulig aiisscln 
Wonn (lagogen « odor fi gloich ciiier negativ 
ist, so ist F(ci, (i, }', .r) eino ganzo rationalt* Fimc 
Dio, Vertausohuiig von « init § I'owirkt wcde 
rontialgloichung (5) odor (6), nooh in <lt*r lioilie ( 
rung, und os ist daher idoutisch 
(10) Fla, (i. y, .r) —■ Fifi, a, y, ,/■). 


0. 

Dio G rou/.liiU «*. 


Wir liahou hoi dor t'niformung tlor (Jlciodmi 
Annalune goniaoht, dass dor tJoofnoionfc von N 
H 0 ,i, und habon don Fall r~ 0 hIh cntnni (irronz 
fiir den wir das Uosiiltat sohlioHHlicdi diindi cinen 
orhalton wiirdon. Uin dies nun auHZufiihron, sots 
Gloiohung 5 (fJ) 

(1) X hd\. 


worin h oiuo unhostinunto GouHtanto hmDnitft, und 
wir niit h nmltiplioiron : 



1 


dy 

d X, 


Wenn wir nun h in Null iibergohon lasnen, h 
wir dabei a, fi unvorilndort hiHHon, das It'tzte Gliec! 
wir wtirdcn nicbt zu dorn gfiwliiisobbui UeHultate 
kbrimni wir vormoiden, wwni wir « und ft in oine 
hiingigkeit von h unwidlich grosn wnrdim lasso) 
zwei Formon diesor Abhiingigkoit inn Augo zii fas 


1. 


ft von h urmbhangig. 


•) 



« 


1 

] h 


U riinzriille. 
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\\ (‘uu nil (lauu h in iSull iilx'.rgohen lasseii, so erhalten wir 
/■ uus (2 1 (lit* ItBidfii (lleic!iung(',ir. 

.. , , , <(-/ 

•'I j .... ”T“ {y “ -''t) — /i?/ = 0. 


/.yru^-fe. 

‘ Ji /.tiil f i > 


. y \ f . y y 


■ IJ — 0, 


•r l>il!s 




mill wi'nn iiiiui iUmi Kliiiolmii (JninziiburgiiiigmdcrRoihe JF(cc, /3, y, x) 
nmrhl. crliiilt niaii fiir das Integral von (3); 




, . ./M 1 /k/i i 1 ./i + 2 xf 

Y 1 >'.}'■ i i . 2 ’ ' r . y" I - i .-f 2 1 . 2.3 

und fill* duH Integral von 1-1): 

jHi Lim /' , y, h.i\ ) — 

/< f ^ ] h ] li J 


•M. },! 4 ri. l.r l. 2 .y.>' n \ . 2 /^ ,y.y~\~ ' 

I«'rsf3iii4 lH®w‘ hfiduni Keihen Bind filr alio Wertho von Xi coii- 

1 !/, d- r \iirgoiit, witM man Udcht an den Ueihen sclbst nachweist, wie 

rdior aticdt nils dor Siihstitution (1) liorvorgoht. 

Uii* nilloroiitialKlinohung (4) fUlirt auf die Besserseben 
, 1’imoliiinan. und in dor That (U’giobt Hich auB dor lleilie (6) nacb 

Ibind I, y. <iH i.'J): 

i7) ^nix) 

if t>* I I 

2., 4 . . . ’i » { 2 ,'2n ( 2 2.4.2 n -j- 2.2 n --I-- 4- / 

**^*'*^-> .r** 1 I , , hx^\ 

-i . 4 ... 2n '' (yr W ” “ “/■ 

II |l|r'* ^ 

,.^ru Hiordtiri'h i»t nun auoh dor friihor auegesohloasono Fall, 

Difftiriuitialgloiclmng §, 4 (6) dor Coi'fficicnt fto ver- 
Holiwiriflfst, vollitilndig orliuiigt. 


2.4 ... 2 n 


Dio vorKchleiifneii Integrals der bypergoometrischen 
Dt fferoTitialgleichung. 

Dio Ueilio giebt uns nur oin particulares In¬ 

tegral dor byp«rgftomitriBoben Diiferentialgleicbung, und auch 
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dieses nur in einem begrenzten Bereiche de: 

namlich im Einheitskreis. Aus diesem e 
durch. Umformung der Differentialgleichu 
anderer Integrale herleiten, die uns die not! 

Wir geben von der hypergeometrische] 
in den beiden Formen aus [§. 5 (5), (6)]: 

( 2 ) + + ^ + 

Diese Gleichung wird integrirt durcb ( 

ii ^ («, r, ^)- 

Wenn wir aber in (2) die Substitution 

(3) x-^ — 1 — dxi = 

so ergiebt sicb 

(4) a:,(l-x,)pl + [a+^-r+l- 

— oc^y = 0 

und diese Gleichung geht aus (2) hervor, 
y durcb a -|- j3 — y 1 ersetzeu. Wir b 
Integral der bypergeometrischen Differentig 

III F(oc, « + /3 — y|4- 1, 

Machen wir ferner in (1) die Substitut 

(5) x-^ = x~^, c^logo; = — 
so folgt 

Diese Gleichung bat nocli nicbt volls 
Gleichung (1), insofern der Coefficient voi 
portional, sondern constant ist, Una sie 
bringen, verfahren wir wie in §. 4, indem ■ 

y = 

^ (_lyy__ I „\ 

dlogiTi ^ \dloga;i “I ’ 

diogx^ ^ \c^logj7| ' ^ die 


( 7 ) 
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\ 


ill*;, win 
iij, 

•» - Im- 
J.f 


>■ '• l’i<‘ verKchit;(lcincu lulc^Tiilc. 

luitl miialtfu atis ((1); 

' " ' ’ ' l-f*'-'- - 1) I « + /i - (r- 1 )^.] ^,4“^ 

; ! -'ll • |t!« i /i --- (y — \)Xi] — aft] — 0. 

Wcuiii tuui (Id I'oiiKtaiito I lu'.il im CoiifliciGiitGii von yj WBg- 
!':tlldi Hdll, so luiiKScn wir 


^4 TJ' 
fi r. 


Ii . 

■I«i® ■* % 


* 4*'i' 

|if .I* 
« J *4 


! ft) ! aft — 0, 

aK(t 

~ M odor ^ r-T ft 
sct/.cii. NcluiKUi wir y a, KO folgt: 

" * «(« -- y -1 I).7'iy/, — 0, 

timl (Hcsc hut das Iiitagnil 

/''K a y ■] I, a — /i ».| - .1, ic,), 

uud dojiiiiarh ist uarh (6j und (Hj oin Integral dor Differential- 
glfiidiung (I)'. 

ni|. X '* F a — y I 1, « — /i I 1: ^V 


I)n hid* mill dit' V(‘rtauHchung von a mit ft niclit dassolbe 
gicht, KO «*rlinltdi wir nodi ('in anddV'K Integral von fl): 

III,. ./ ^ /'■(/!, ft . ^ y ] 1, ft « I 1, 

Ilioraiw ktiiineu wir ohiio wmU;r(>.'rransformationen das ganze 
Svstdn tier lii«‘rhnr gtduirige.n Kormedn ahloitoii. Es folgt nam- 
In h iniH III, uiid lUj, da«H die heidem Euiiotionoii 

Fi(4, m f \ u - ft \ 1, a? ■^), 

jH fl (ft^ ft y I /:! — oc1, .■T 'J), 

odor, wnnri wir 

« «', « )» > 1 '■ ft\ a ft ft 1 y', -1 ~ x' 

nrlzcn : 

' y »• /•'(«' - )■' 1 1, ft' - y' 4 1 , 2 •— /, *') 


j)itrlicular«‘ Ldsnngen oinor und clerBolben hypergeometrisclien 
iJiffrrditialgliddmng dnd, dio man aus (Ij erhalt, wenn man 
«. ft, y, X durdi < ft\ y\ x' ersetzt IjHaat man also die Accente 
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wcitoro. lit'isuiij^ dt'i’ (tli'i(‘liiut‘4 ill- 

r ./i '/'*(« ;• • F .. 7 ■ 1. .1 • y, .n. 

*2* 

FJn'iisn wic wir vuu Ij /ii Ij kihnu-n wtr 

zu eiiH'in ihmicii 11, 'ItT Ch-i.-him^ (li ?- 

^1 .1')' • Fiy ;k ;• *“ « ^ 

untl weuu wir die 'rraiisfnrniafsHu llj auf <lif* /'-FmudiMj- 
anwendc'u: 

I,,. (I xi' ‘ ■''/•(;* r 

mid diindi Aiiwvndtin^ dtT TrmiHhtnaafmn aul’ dir /•* 1 
in I;i ergiidit sitdi: 

j-i , (1 ./1. " ■' /• i 1 |k ! «. 2 ' ■ 
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4(U)nii‘trisrlH-ti l)iiVrri'nis;tlt:l«'ifliiiii4: 

I. /■ li. y. • f- 

'1. ‘ • F 7 ‘ F fd 7 F •- /• * * 

:i. tl -M' ' /'«7 i’ «' r* n. 



1. 

' ' ( 1 

^ J- 1’ 

Sj I 

/' tl 

|k 

1 


fij. 

i 


Wciill 

wir uuf 

dit'Ht! ' 

«i*T /■ 

1' IinrflHllr 

li 

ilii 


rraii'-; 

Ill ! 

uiwt*n«l< 

'll, -o ' 

wir VI' 

•r Futwirkr 

■Isi: 

H?l»' 

*11 

llUi'li 

Vdll 

I . ,i-; 











1. /•'(«. |k « 

; 

7 ' 

1. I 

1 1. 





IT 

2. .F 

‘ /' {« 

.. , 

1. |f 

7 . 

I, « 

i 



7 ' 

11. 

8. {1 

j ). '• 

~^Fir 

Ik 7 

' «, 

7 « 



> 

I. I 


1. .F 

'll a 

t ’* ^ 

f 11 

ii. I 

• «, • 

y 



,1 . 


Wftitci 

’ wc'inlt'n 

wir auf ili** 


111 

1 

uimI 

'rraiisforniatinii 11 Ij 

mill lilf ii!i- 

. littflurrii 

rt 

';ri« 

•hi 

Hifh 


1. .i 

' >• ("• 

ft 7 

» 1, 

« 

/I 

1. 

1 

j 

)- 



2. ./ 


ii - r 

* !♦ 

fi ... 

ft ’ 

F 

1 

f 

)• 


III. 







t# 




‘i. ,r 

' f 1 

j-y - 

•/■■( 


ft, I 


/f, 

ft 



4. .1- 

' i(I 

jii- '* 


y 

«. 1 


«, 

fi 

(1 


Pie Couvei'genzbereiche. 


19 


3iten Function (9) ©ine 

1, 2 — y, x). 

.en, konnen wir von If 
ig (1) iibergehen: ^ IV- 

- « - -f 1, 1 - 

' die F’-Function in IT^ 


1. (1 — X)~‘^ F 


a, y —- /3, « — /3 -f 1, 



2. (1 ~ x)-^ F’(/3, y —- a, /3 — « 1, , 

3. x^-y{l-~x)y-‘^-^F(a—y-]rl, 1 —/3, «— 


- «, y, 

L T 2 auf die F’-Function 

- a, 2 — y, X ). 

iiach. Potenzen von x 
ir Ldsungen der byper- 

1- 1, 2 ~ y, x ), 

- a, y, x\ 

1 — a, 2 — y, 

>en die Transformation 
.-clungen nacli Potenzen 


"h ^ 7 +1, 1 — x)^ 

a — /3 --j--1, 1 — x\ 

r — « — /I +1 ,1 — ,x). 
nen in 1 iind in II die 
1 . ergiel)t sicli: 



/3, a — /3 4" I, 

— a, (i — a 4 - 1 , 


Endlicli wendeil wir auf die beiden Systeme 111, IV die 
Transformation IIj an, wodurch sicb ergiebt: 

1. a — y I-, — y + 4 “ ■ 


V. 


VI. 


2. ^ y 4. 1, « -4 /3 - y + 4 ?--- 


3. x^-y (I - F(^y-/3, 1 -/I, y_«-^4-l, 

4. x“~y(l — xy~“~'l^F(^y —«, 1—a, y— oi —i34-li 

1. (1 — a:)-“ F (oc, y — /3, y, ^ , 

2. (1 - F (/3, y - y, , 

3. x^~y(i--xy-‘^~^F(^oi—y-yh i — A 2 —y, 

4 . xy-y(l—xy~l^-^FOd-~y-j-l, 1 —a, 2 —y, V 


Man konnte die abgeleiteten Transformationen noch in 
mannigfacher anderer Weise mit einander combiniren, wiirde 
aber dadurch keiue weiteren Formeln erhalten. 

§• 8 . 

Die Convergenzbereiche. 

Wir liaben im vorigen Paragrapben 24 verschiedenc Fnt- 
wickelungen particularer Losungen der hypergeometrischen Diffe- 

2 * 
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rentialgleichung gefunden, die in seclis 
fallen, deren jede nacli den Potenzen von 


( 1 ) 


I. 


II. 


1 — 


III 

1 

X ’ 


IV. 

1 X 

1 — x'‘ 


fortschreitet. Die erste Gruppe conv( 
haben, so lange der absolute Wertli von 
wenn wir uns die complexe Variable 
stellen, innerhalb des Einbeitskreises. 
Gruppe convergiren in einem Kreise, de 
den Punkt x = I beschrieben ist, unci 
und vierten Gruppe convergiren je aui 
Kreise. 

Die Reiben der fiinften Gruppe co 
absolute Wertb von x — 1 kleiner ist 
von also, wenn wR x — x-^^ ix^ sel 

{Xi — 1)2 -|- x^ •<: xl 


Oder was classelbe ist, so lange der reel! 
als 1/2 ist und ebenso convergiren die 


Fig. 1. 



reelle I 
1/2 ist. 

Um ( 
anscbaul 
ir-Ebene 
dem Ra 
punkten 
durcb 
Sebne in 
4, 5, 6, 
Danii he 
vergenzb 


fiir die Reiben I 


:i » 

75 75 

55 55 

>1 55 


II 

III 

IV 


55 


55 


V 

VI 


Convergenzb 


55 

55 

55 

55 
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Nur solrlit* lloilu'.n kcinncii irainittclkar mit einandcr ver- 
t!;Hclicu wcrdi'ii, dii; aituni {jjcimoiuschaftliclion Convergenzbereich 
habfu, luul /.wischcn ji‘ driuou vou di('.S(',ii muss, da die Diiferential- 
irbdchuiig iinr zw(d liiuuir uiuibhaiigige Ldsuugen hat, eine homo- 
giuH* lin(^arl‘ lUdatiou mit ('.ouHtuiiten Coefficientoii bostehen. 

Hfiraclitcii wir td,wa di(‘ Ixddcu htulum: 


F F(u, /i y, 

/'■' !/''(« 3' 1 h /^ • - y i h 2 - y, .r), 

s*» habi‘U wir darin. abg(*suluiu vou doiu Fallc, dass y eino gauze 
/aid ist, y.wid uiiabhaiigigu j)articularo Intogralc der 
hypcrg(suuu‘triK(’,lu‘ri DilVcri’utialghuohung. Bohhi enthalten den 
Nidljiuukt ill ihrimi (kmvergenzbereiche; das erste crhalt filr 
r 0 «b‘n WiTth I, das zwoito wird Null odor uncndlich. Es 
hi'^si Kicli tnm jcdr der UeilK'ii I bis VI, di(', den Niillpuukt in 
diri'in (ItiHM'rgun/.bcrcicdi oiiUiiilt, ntwu F", linear homogen durch 
/•■ uiid /'*' aundrittskcm, und wuim die Hoiho F" fur x = 0 den 
\V«u'th I erluilt, ho lasHt sio sich in der Umgobung dcs Null- 
jnuditf'H itiudi gair/.en positivcii 1‘ntonzen von .r ontwiekelii. Es 
muss daher tlar Eoi'ffuueiit vou F' in (huu Ansdruek ITir F" vor- 
M-ltwinden und aus dcui Werth I f’itr ri: — 0 cirgielit sich, d.ass 
/•'" /'' -^I'in luuHs, 

Wir Hcblit'Nsrii daraUH, dass di('. Ibsiheu, die dou Nullpuukt 
in dtnuu I'onvergt-nzbereielu^ ('uthalten und bei uiibestimmtein 
;• fiir X U den Worth I anuehuien, in ihrem gomoin- 
luiiion t'fon vj'rgiuizbereie.he dioHolbe Euuc.tiou dar- 
N I e U e n. 

Si) iThaiteu wir vier DarHiolluugeu einor Function i'\, die 
in dem FouvorgenzlHU'melie 2, .1 gidton: 


/■; 


^ /'‘K 

/i, y, 


• {i 

x)r 

/i) y 

(I 

X) '* F ^<56, y 

~ Vi 

. (I _ 

x) F (|3, y 

„ a, y, 


i) 


F.beuHO V rhnlteri wir in dor Urngobung des Nullpunktes vior 
Darntellungen eiues zweiteii partioularon Integrals, das nach Multi¬ 
plication mil x'f * fllr X ~ d in I ilbergeht: 
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§. 8 , 



iclelt wie 
iTergenz- 


— x), 


— x), 
~x), 

X — 1 \ 

~~x~^) ’ 


(X— 1 \ 



§. 9. 


Wenn drei dieser Functionen einen gemeinsamen Gonvergenz- 
bereich haben, so muss eine von ihnen linear durch die boiden 
anderen darstellbar sein. So wird z. B. Jd,, durch die 

beiden ersten Reihen von vier Gruppen in dem Convergenzbereich 
3, 4 definirt und es muss also 

Ei = AiFx 

F, = B,F\-{-B,F, 

sein. Um die Constanten zu bestimmen, lasst man x in 0 und 
in 1 libergehen, kommt aber dabei an die Grenzen des Conver- 
genzbereichs. Zur wirklichen Bestimmung der Constanten muss 
man den Wertb kennen, in den die hypergeometrische Beihe 
/3, y, x) ftir x = 1 Ubergebt, ein Werth, den Gauss durch 
die IT-Fimction dargestellt hat, der aber nicbt immer endlicli 
ist. Wir kommen hierauf im niichsten Abschnitt zuriick. 


§. 9 . 

Die Ausnahmefalle. 

Wir haben im vorigen Paragraphen filr die hypergeometrische 
Differentialgleichung 

( 1 ) x(l - ap) + [y-(a + li + 1)*] || - = 0 

zwei unabhangige particulare Integrale gefunden: 

( 2 ) ^ 

^2 = F {a — f -\- 1, (i — y I, 2 — y, x), 

die in einem den Nullpunkt umgebenden Bereich dargestellt 
sind, und durch die ilbrigen Functionen Fi ist dasselbe filr die 
anderen Bereiohe geleistet. Die Differentialgleichung ist dadurch 
also vollstiindig integrirt. Wir haben aber liierbei vorausgesetzt, 
dass y keine ganze Zahl sei. Wenn namlich y = I ist, so 
sind die beiden Functionen (2) nicht von einander verschieden, 
und wenn y — 1 gleich einer negativen oder positiven Zahl ist, 
so verliert der erste oder zweite der Ausdriicke (2) seine Giiltig- 
keit. 1st aber m eine positive ganze Zahl, so erhalt man, 
wenn sich y m ■— I der Grenze Null nahert, als Grenzwerth 
von (y -f- m — 1) F {a, /3, y, x), von einem constanten Factor 
abgesehen, x^F{cx, -j- m, ^ m, m -j- 1, x), und dies ist der 
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Ausdnick von fiir y = 1 — m. Die beiclen Formeln 
geben also auch in diesem Falle nnr ein Integral der Diffe 
gleichung ( 1 ). 

Ein particulares Integral der Differentialglei 
( 1 ) erhalten wir aber aus den Formeln ( 2 ) nnter 
Umstanden. 

Ist « — 1 eine negative ganze Zalil, so bricht die 
jF(cc, (3. 7 , x) mit dem (1 — Gliede ab, und ist als 
ganze rationale Function von x vom Grade — a. Ei 
also in diesem Falle die Ditferentialgleicliung ( 1 ) dare 
ganze rationale Function von x integrirt. Hierbei ist zu 
angenommen, dass y — 1 niclit gleichzeitig eine negative 
Zahl ist. Wenn aber aucb y ganzzalilig ist, und zugleich ; 
so wird doch die Ditferentialgleichung (1) diirch eine 
rationale Function integrirt, die man erhiilt, wenn man die 
F (a, /3, 7 , x) auf ihre 1 — w ersten Glieder bescliriiiikt, in 
noch kein verschwindender Nenner vorkoinmt. [§. 5, ( 8 )], 
driicken dies so aus: 

I. Die Reibe F{a, /3, 7 , x) briebt mit dom (1 — 
Gliede ab, wenn cc und 7 ganze Zahlen 
die einer der beiden Bedingungou 
7 ^ ^ 0 

^ 0 , 7 > 0 

genii gen. 

Hiernach lasst sicli fiir alle Falle, in denoii cc und y 
Zahlen sind, ein Integral der Differentialgleichang ( 1 ) ii 
schlossener Form angeben, wie man nacli dem Satzo 
nachstehender Zusammenstellung erkennt; 

1- a> 0 , a) y^cc: {1—xy~‘^-l^ F (y ~cc,y — y, ^ 

_ b) 7>«: a;’-)'E(« —7-1-1, ^ —7-|-l, 2 — 

2- yi>0, a:<0: E(a, /3, 7 , x), 

3. 7^0, a>0: ^ x^-y{l—x)Y-<*-ftF{l—cc,l—§,2- 

4, 7 ^ 0 , oi<0, a) y^cc:F (cc, /3, 7 , a:), 

b) 7 >a: E(a'-~ 7 + 1 ,/3 — 7 -f- 1 , 2 — 

Ebenso kdnnen wir schliessen, wenn (5 eine ganze Zahl ist. 

Wenn cc und ^ als nicht ganzzahlig vorausgesetzt w( 
so lasst sich durch die folgende Betraclitung der allgemeinc 
eines ganzzahligen 7 auf den besonderen Fall 7 =: 1 zn 
fiihren: 
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(2) er. 
rential- 
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Reihe 
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inaclisfc 
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Reihe 
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a ge- 
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3rden, 
3 Fall 
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Wenn wir die Diiferentialgleicliung (1) nach x differentiiren, 
unci zur Abklirzung 

(3) = 

setzen, so folgt: 


und diese Gleichung geht andererseits auch aus (1) hervor, weiin 
y durcli y' und «, /3, y durcli a-|-l, /3-}-l, ersetzt wird. 

Bezeichnen wir also eine Losung der Bifferentialgleichung (1) 
mit T (cc, /3, y), so erhalten wir aus (3) und (4) : 


r(« -f- 1, /3 -f 1, y + 1) 


d Y (c c, /3, y) 
clx 


Fiir die Function F giebt dies die Relation: 

(6) 4- 1, ^ 4- 1, y + 1, ^ 

die sich unmittelbar durch Differentiation der hypergeometriseben 
Reihe bestatigen lasst. 

Nimmt man fiir Yy) zwei unabbangige Integrale ^/i, y .2 
von (1), so werden die Diff'erentialquotienten dy^jclx^ dy^ldx nur 
dann von einander abbangig sein, wenn eine Relation c-^ t/i = c 

bestelit, worm Ci, c.^ Constanten und c eine von Null versebiedene 
Coiistante ist. Dies ist aber nur raoglicb, wenn c eine Losung 
von (1), also a oder /3 == 0 ist. Da wir aber ganzzablige a, /3 
ausgescblossen baben, so erbalten wir aus (5) jedes ]F(«-f-1, 
y _|_ 1 ) aus einem Y («, /3, y) und es ist also durch diese 
Formel der Fall y I auf den Fall y zuriickgefiibrt, 

Auf der anderen Seite konnen wir die Differentialgleichung 
(1) so darstellen: 


Setzen wir also 
^ =z X (I — x) 
und folglich nacb (7): 


1 ) (13- V!/, 


(a -j- /3 — 1) x~\ y t 
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SO ergielot sich' 

a;(l — x) ^ —(«-f-/3 — 1 )((^ 

und es ist also 0 eine Function T (oi — 1 , /3 — 1 , y — 
Wir erhalten so: 

(8) r (a — 1, ^ — 1, y — 1) = 

(1 __ *) + [y _ ] — (« H- /? - i)i| r ( 

und hierdurch ist cler Fall y — 1 auf den Fall y zurlicF 
Audi liier ist derFall eines ganzzaliligen cc oder /3 auszuscl 
Durcli wiederliolte Anwendung von (5) und ( 8 ) kf.i 
die Integration der Differentialgleichung (1) lilr irgend ei 
zabliges y auf den Fall y = 1 zuruckgefuhrt werden. 

In dem Falle ganzzaliliger a, /3 lassen sicli aber nic 
Integrale fiir ein ganzzahliges y durcli blosse Differential 
dem Falle y = 1 ableiten. 


§. 10 . 

Das zweite particulare Integral fiir y = 1 . 


Wenn wir aus den beiden Integralen zunilc! 

unbestimmtem y, eine lineare bomogene Function mit con 
Coefficienten bilden, so erhalten wir wieder ein Integra! 
solches ist also aucli 


( 1 ) 


y = 


Vx Vi _ 
y — 1 ‘ 


Da nun, wenn wir y in 1 tibergeben lassen, — y 
so erhalt ( 1 ) die unbestimmte Form 0/0 und wir konne 
Grenzwerth durch Differentiation bestiminen. Wir erbal 
fiir y = 1 das zweite particulare Integral in der Form: 

( 2 ) . 

Es ist aber 


2/1 = F’(«, y, x\ 

2/2 = x^~'f h (a — y -j- 1 , ^ 2 — y, rr) , 

und wenn wir also in Bezug auf y differentiiren, und der 
balber F(«, /3, y^.x) mit F bezeichnen, so folgt fiir y = 1 





2g Erster Absclniitt. 

Es braucht hicr auch (lerFall niol.t M 

dasa a Oder /3 negative ganze Zalilen aind, oliwiild i o- . viii 
von o„ dann gleich Null werden, wril die Kacton-n « r. ^ 
im Nenner von B„ = A„a„ nioht main- vorkoinmi-n. I.- 
aber nach (6), (7) und (8); 

(sF ('F ,f '/' 

(9) 

und demnach erlialt man die beidon partirulaivii lutruruir 4 
hypergeometrischen Difi'erentialgleieluing i»r d«‘n ball } 
dargestellt durcli die im Einlieitskreis I-.iitmirkidunji*- 

. ^ Fia, I, x), 

y, = log a; F{a, p, 1, fi E '1* 


Losungen der hyper goometriKchen Dilii* t'liiii 

boi ganzzahligom y. 

Urn das zweite particiilaro Integral einer 
zu finden, nachdem eines bekaiiiit ist, krmn*‘ii wir ipicIi 
anderen Weg einschlagen. 

Wenn wir die Formcl Bd. I, §. B2 (13): 


(1) 

y, y[ - 

■ y, y\ = 

(Ut 

! «4* 

auf iinseren Fall anwenden wollen, baben 

wir m nvt/rn 

a 

1 

1 i 

11 

l)a: _ Y 

;r 

a 

■ 1 fi yr, • 

i -• j' 

und es 

folgt also: 

d 

dx 


»• n i’*' * 

(2) 

Vi y% " i/t /A 

— I'j: -y 

11 


Oder: 





(3) 

^ r 

clx 

X'-r (1 

* 

Hi 

« . i I 


Nehmen wir also y^ als bekannt an, mt Ihlgt bipriiiis, 
wir die Constante 0=1 setzen: 


1/2 ~ 1/1 


x'-r (I 

4 


I 










§.11. Losungeu der Differentialgleichung fur ganzzaliliges y. 29 

eine additive Constante bei diesem Integral ,ist gleichgiiltig, weil 
durch Hinzufilgung einer solclien y,^ in eine lineare Combination 
von 2/2 and 2/1 iibergelit. 

1st zunachst y eine positive ganze Zahl, so konnen wir 

(5) 2/1 = /3, y, x) 

setzen, und ar-J' (1 — a —1 ^2 gine Poteiizreihe nacb 
aufsteigenden Potenzen von x entwickeln: 

(6) x~^ (1 — xy'~“~^—^y—^ — OT'y -j- aiXr-y+'>- a2xr~y+^ ... 
Hieraus ergiebt sich durch Integration nach (4): 

(7) 2/2 — yi log X x^-y 0 , 

worin 0 eine nach ganzen positiven Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe bedeutet. 

Die Coefficienten dieser Entwickelung sind Functionen von 
w, y. Fiir y = 1 ist aj,_i = 1 . Es kann aber fiir andere 
Werthe von y anch vorkommen, dass %_! verschwindet, und 
also in dem Integral 2/2 koia logarithmisches died vorkommt. 
Dies findet z. B. fur y == 2 , a = 1 statt. 

Ist y = 0 Oder gleich einer negativen ganzen Zahl, so kann 
man in (4) 

( 8 ) 2/1 = — y + 1 , i3 — y -j- 1 , 2 — y, a;) 

setzen, und erhiilt eine Entwickelung der Form: 

x~y (1 — xy—“—^—y 2 /f^ = x.y—^ -f- ai xy~~^ -\-a^xy -|. 

Also wil’d nach (4): 

(9) 2/2 = «i~y Vi log X 0, 

worin wieder 0 eine nach ganzen positiven Potenzen fort- 
schreitende Reihe bedeutet. Audi hier kann es vorkommen, dass 
ax—y verschwindet. 


Zweiter Absclinitt, 


Integration durcli bestimmte Integrale. 


§. 12 . 

Die Function n{a). 

Die Darstellungen der Integrale der hypergeometrisclien 
Differentialgleichung durch die liypergeometrische Reilie sind, 
wie wir gesehen haben, nur in einem begrenzten Bereicbe fiir 
die Variable x giiltig. Allgemein gultige Ausdriicke erhalt man, 
wenn man diese Reihen in bestimmte Integrale verwanclelt. 
Dazu benutzen w die Gauss’sche Function JT(cc), die im Wesent- 
licben mit dem von Legendre als Gamma-Function bezeiclmeten 
Euler’scben Integral iibereinstimmt [JT(k) = r(oi -)- 1 )]. Wir 
wollen sie bier durch ein bestimmtes Integral definiren: 



wobei die Integration iiber reelle positive Werthe von x zu er- 
strecken ist. Um die Potenz x^ eindeutig zu bestimmen, ver- 
stehen wir darunter fiir ein reelles a den reellen positiven Werth 
von x“, und eine Potenz mit complexem Exponenten a 
definiren wir eindeutig durch 

( 2 ) = x^ [cos log x) i sin logo;)] 

mit reellem Logarithmus. Hiernach ist das Integral in ( 1 ) con¬ 
vergent, so lange der reelle Theil von a grosser als — 1 ist, und 
insoweit ist durch ( 1 ) die Function IT(a) definirt. Wenn wir 
unter dieser Voraussetzung die Formel 

d ■= {a -1) e-’^x"' dx — dx 



Ilf, 


h i«* Kti lift i nil It It) 


/.wisi*h«‘n sit'll t ut*ii;'.t*ri u uml / intfgrirtii, sit sirh sin* 

(I rumlfcirnu'l: 

(.’ij //(« • li <« } 1) //(«), 

unil iltirt’l! Anwcmliuig: 

(41 //(« » ?i) (« I U 1 -) . . . (« ■ It) //(«). 

Ihirrli Fiiriiifl kiuiufii wir fl (a) atich dnuu 

ili’tiiiirrit, wi'uii «li*r rfflU* 'Fhuil vun « klfinar hIh 
I ist, Wir liruui'ht’ii mir, uaiui a nicht oiiuT iicgativan 

i,Mii/.i*n /all! ist, u su /n iifhnioii, tlaHH « j - a pciHitiv winl. 

uutl (laait sh! //««) tliirrh (h iiml {4), uiaililiiltigi^ vun a, ilaliiiirt. 
l‘'.H i*rgii‘!«t -Hit !i aun {1); 

(5) !1W\ L 

uiul ilfiauarli an** tiK wi-iui n gaii/a punitivt* Zalil jhI: 
t li) // f«l • I . 2. -4 , , , n u 1 

Ks haf al‘ai I! I HI slirftrila* lUaltnilung, in (hu* wir tlinK Ztat’lian 
iiK'hrfat’ii gfUraiH'lil lialn‘ti. 

Wi'Hii m ri»*|iiitivi» gHuxv Zahl ini, winl, wi«* 

• ill* l-‘uritii*l (I'i //(«! 

\ mi Wi*rtiH*it nlnirHfihnti, //f«| nnrit ( 1 ) timl 

i 4 t t'in*- niitl F’uiti'fittri t!t*r 

arialili^ii «. 

l‘-»t ti I tTjiirhf ’nich, wt'ini man tittlfr 

linm ln!i'i.'ral/«i«ii«’n *i .# an Hlt'llt* vs«n ,r Hi't/.l: 


7) 


,f “ If x 


//(«! 
ti** ^ * 


Kii nri f| Wir Hi’tmm iii (7) it - I | a, 


aUti; 

( N I 


4 I'I X 


li(m) 


Ilirw'- lAiriiji'l fmiiiipln ir**ii «ir iiiit uinl }ntt*|»rirwi vnn 

•’Jt*. Iliiiliirrii fiitut; 


I //f«| 


(I I Ilf ♦« 


»i«ti wfttii wir lifit* 4t*r litilc««i Seitt* {tin IttlnfcriitictnMfnIgi* iim* 
kelifi:*!!; 
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Zweiter Abschnifct. 


§. 18. 


00 ra 

— = [c~^x^dx e-^^vi/dy, 

+ 2/)“ + ' . J 


+ -J ^ 

0 0 0 

Auf das innere Integral, das jetzt anf der recliteii Seite 
steht, kdnnen wJr wieder die Formel (7) anwenden und erlialten; 

00 

n(^) j 6-* x^-l^-^dx = n{p) 7I(a —/3 — 1). 


Daraus folgt also: 

’ dy 

J (1+2/)“^" 


h{a) 


Oder, wenn wir cc durch a ^ I ersetzen: 


CO 

r y^dy 
J (1 -\-yy+n^ 


n(u) n{^) 

//(« -f /3 + 1) 


Wenn wir hier « mit /3 vertauschen, so bleibt die reciite Seite 
ungeandert, wahrend dies auf der linken Seite niclit sofort er- 
sichtlich ist. Macht man aber die Substitution 


y ^ 
f + .V 

so ergiebt sicb 


1 

1 -j-y 


dy 

(Tpyp 


(10) f (1 - s)« sfds = 

J n(a-j- ^ -j- 1) 

und hier werden auf der linken Seite a und /3 vertauscht, wenn 
man s durch 1 — 5 ersetzt. 

In der Formel (10) konnen a und ^ irgend zwei Zahlen 
sein, deren reelle Theile grosser als —1 sine]. 


§. 13. 

Ausdruck der hypergeometrischen Reilie durch ein 
bestimmtes Integral. 

Die Relationen zwischen den JT-Functionen gestatten, fiir 
die hypergeometrische Reihe einen geschlossenen Ausdruck zu 
finden, indem man die Binomialreihe zu Hiilfe nimmt. Nach dem 




s. I-'- 


n \ iM'rgcn ni*-t rif.tthi* 1 nt f|< ruU*. 


hflir.siit/ i^t natiiHch, wi'iiii tli*r ubHolutc Worth vtm 
-r khhnor uK 1 ist: 

. . «(« 1 M 


(1 “ 1 ! 

V ( 1) 

^ ^ *■ J 

n ** 

mit lh<nut’/iin|? tirr I’urmc*! 12, (1): 
(1} ii ■;'! 


1,2 

«(« I 1)... (« I It - 1 ] 

l.'> ... n 


1 Ilia f n ~ 1) 

If (« — !) JKu) ^ 

)ilit lh*iiutzuti!i: ♦hTHcliil'n F»rmcl kihmoii wir tlio Functimi 
/*■’(*'<. fl, }'* i'* H“ ‘hir^tthlcn: 

(21 /‘‘(a, fi. y, j-i 

II iy 11 fI(fi i N 1) IJifi I n I) ^ 

//l« //(ill IIIy i H 1) 

I uni iiarh 12, (KM i«t 


i/({i * n h It iy (I 1| 

// {r ^ « '■« 11 


11 


.*)' I n H i ij, 


Iliorrifo’lt kunnoii wir ilt«‘ Furtnol (2), Wfiin wir die Sunimn- 
fitsii untrr dfiJt lntogrii.!/«‘ioiioii vtn'iiolitnon, «(» diirntidloi!; 


t/if . I| 


!«. /i, )% .r) 

I 


•^•^//(m I 1) 


.It < ‘ ^ * Ug r 

h/Hfi lifiiy- |l -i|j ■ //(m 


Mill iiiit ¥«ii {1|, winiii mjin 


:i I 


tJift 


i'‘ l«. th * S 


!!iy .. tj 

11 (If)' fi 


* 


j 


gx sfdxt: 


^ ‘ (I N,r) ■** (in , 


r**rfttw itiiiii *hii« ilwilirho |)iir«ti*lluiig orhiilf, wonri niari 

• wit fi vortiwsrlti 

I)i« Furitiel (B) wt in tlio^rr F«rm imr rtnwontllwr, womi tUi’ 
ffllwi Tlifhlf! f«ii I'f titiil f fi |w«itiv «lwl, weil wiiwf clan 

iit4*grfil liiolit rmnmgmii wiiro. Ihtgogoii hidiiilt tins Inta'grjil 
tif <l«r rfM'litPii Stdte wti (*l| atioli clatiti wittoii .Sitiit, wt-irin dor 
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Zweiter Abschnitt. 


§. 1 ^. 


absolute Wertb von x grosser als 1 ist, wo die Bedeutung der 
i^-Reihe aufhort. ■ 

Da aber die hypergeometriscbe Dilferentialgleichung iden- 
tisch befriedigt ist, wenn man die Reihe F oder das ilir gleiche- 
Integral (3) einsetzt, so wird dieses Integral flir alle Werthe 
von X ein Integral dieser Gleichung sein. * 

Die Tormel (3) gestattet uns einen Schluss auf den Werth 
von iP(a, /3, y, x) fiir a; = 1. Lassen wir in dem Integral (3) 
X in I iibergeben, so ergiebt sich 
1 

s/j-i (1 _ sy-cc-^-i 

t 

0 

iind das ist nur dann endlich, wenn 


(4) y — a — /3 > 0 

ist, Oder wenn wenigstens der reelle Theil von y — « — /3 positiv 
ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so konnen wir den Werth des. 
Integrals nach §. 12, (10) bestiminen, und wir finden so 


(5) 


-F(«. A ^ 1) = 


n{y - 1) njy — tz 

n(y — a — 1) Illy 




1 ) 

1 )' 


§. 14. 

Integration der hypergeometrisclien Differential- 
gleichung durch bestimmte Integrate. 

Wenn man den directen Nacljweis fiihren will, dass das 
Integral (3) des vorigen Paragraphen der hypergeometrischen 
Differentialgleichung 

(1) x{l — x)y>> -f- _(a ^ -f l)x]y' — a(iy — 0 

geniigt, so gelangt man zu einer wesentlichen Verallgemeinerung 
dieses Resultates. 

Wir setzen, da es auf den constanten Factor hierbei nicht 
ankommt, indem wir einstweilen die Grenzen des Integrals un- 
bestimmt lassen: 

y = (1 _ (1 _ sx)~^ds, 

(3) y' = cc j (1 _ (1 _ ds, 

y" = 06 (a + l)js/»+i(l — s)}'-fJ~i(i sx)-‘^-^dSr 


c 14. 


Ill ? liiirrli IiphI iin jntfi I ni (‘gralf*. 


:Ui 


lual tlarau'-, wi;iiu wir ilia hulu* thn* (lleiclumi^ (1) uiit [i/j 

al'^u fiir irmnai fiin* Fuiulimi _// 

i'U |i/l .< f I .Oi/" ‘ I*/ (« ! (i j l).r||/ -- mfiil 

« 

imtl 7.ur A.l«kiir/.un*f 


{4l q>iS} .'(1 .VS) 

ftir litni AuHilriirk j‘i) \«»u //: 


‘ •> I I f/ 1 ■ 


\ 1^ 
a (p{s} 


ys • fi’-\ I sia y I t)| 

.H'd {1 j:s) 

At'h ilurali iHllarautiiitiun luich si 


li Ini' q (.'.'I |f ys 
tl .< 

itsisl wir «‘jliiiltnii !i!wi: 
Mil |,¥l 


.'(« (1 • 1 .’'•{« )» I 111 

s (1 .'») (1 .r s) 


ti tf) I 
ti , 




iJii* jihI’ dar rwlitmi Suita liiKHt niali hIho ruh- 

fiilira«, iintl f*.n argiabt tilrh, tliiw ; O, iilw» din Iliilarniitiitl- 
ulnirtiiiiig I'rfiillt ist, wntin iiiiiii dii* fir«n/,f}n tins liitenriilH m(» 
wklilt, diiHfi in iliijnri <li« Fitnrtimj ^fni vamdiwitidaL 
Dir** ahnr 

fur s 11, wniiii 1 $ . a, 

« •* U n r - fi 0, 

(71 I 

n ^ ft tl ^ 0 % 

£ * 

^ ’ '$& \ ^ Y ‘I 1 ,> 

iiihI mmn sliihur imn voti dm firr Wartht^n 


fB| », U « 

l»rilf»i4t««, »t» »«t, wi?iin die liitri'tlendn. Vomuiiitiuttg (7| 
ftlllt i«t: 

% 

Cllj f (<■* * (I * (I """ ^ dM 


mn IiitftRml d«r lliffitrentiiilgtekhmig (1), Ei tit hli.irb«i nur 
iKieli M l*iro®rkiin» cljwi* wi-iui nine iler (lreii»« d«i Iiiit#gral# 
gisieli I / iit, t»«i il«r Ililtitittg f«it tiad /' isuti&clwt ntwit 
lilieiler liifiiiikttiiiiiiin wilrtliti, dlii mm tltr IHffiiratitiiitittri iitlltxttg 
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Funl'ter A bus li inti 


il'J. 


ist c/ra ein Fitiehenolemfiiit im IniMTiMi 
Korpers, dti ein Eli'mi’iit dtT Noriuidc‘ii an rfw, 
in einer btdiebigfn flt*r !h*|(I('ii Uirhtiuigen 
positiv geoomtnRii, stj fltiiHsl in dnr Uirlitutig 
Ton dfi in dsiii Zi'i twlfsnitjn i di fdiM* Warnit*® 
menge 

^'3j dq ~-r k dm di, 

wenn k die dfr Snhslariz inf, dii* fiin* Fuiir* 

tion des Ortes und aurli di-r Ti?injM*ralur u fako imjiHrili* aiirfi 
der Zeit) sein karin, in mter Aunitlifninn iiIht joifh als «'«trwtiiiii 

angesehon wird. 

Zur Vereiiifachiiog dra Aiwilrtirkf** fiilirpn «jr jatzt cls:‘fi 
TemporaturgriidisiitPii tbs Tpw |H’rat it rgidiil I «• 
und nennen den Vinitor (Bfl. I, 

(4) C ..* k grilli « 

den WErmeflus#. Kii i4 cluiiis |il) dif* t'lntifumfiilr' 

dieses Vectors die in «kr Zdteifiln’il iii thr Uu-litiifjg m diirrlj 
die FlEcheneintieit liiHtlartligi'gatig^iP’ WiirKirninjgr 


32. 

Die I)iffirefitial|D'ir|iii!ig «i*'r WjtrtiM’lpitiiug. 

Urn nun ?.u dir IliffiriititalgWeliiifig ftir iii« WarKudu’wrgtiug 
zu gelangen, betraelib^n wtr mmm Iwdlfdiigrii Kiitiiiitltfiil r 
Warmeleiteif^ in (kin ili« Tf»|i«rat«r iiiiil iliw 1©if}|M*rfittir8i^f1.4lb4 
stetig Bind, und in iltm %mh diti k ktdii« rrr*A*-iig. 

keit erleidot 

Ist 0 die Obtrfifetti tfiii f, do eiii KI«*tn»»fil itiu f; iii«| « 

die ins Innere gericbteti wt 



die Warmemenge, die cltircli !#«itiiiif wit aiwwsri in fl«’r Z<’ileiiib#il 
in dan Raum t eintrilti wid ili^r Aawirtick liksi nitrli thm 
Gauss’schen Integralsati (ici. I, |. «i, ij atirl, dnrrli idit Iliitwn* 


J 


( 2 ) 


ilif C fit. 




§• 32. 
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Die Differentialgleicliung der Warmeleitung. 

Um allgemein zu sein, nelimen wir an, dass zugleich im 
Inneren des Korpers, etwa durcli elektrische Vorgange oder auf 
andere Weise, Warme erzeugt oder vernichtet werde, und be- 
zeichnen die im Kaumelement dx in dem Zeitelement dt ge- 
bildete Warmemenge mit 

(3) Adxdt, 

worin A eine Function von Ort und Zeit bedeuteii kann. Der 
gesammte Gewinn an Warme, den der Baum r in dem Zeitelement 
dt erfahrt, ist daber nacli (2) und (3): 

(4) dt { {A — div €x)dt. 


Wir sehen ab von den mit den Temperaturanderungen ver- 
bnndenen 'Volumanderungen, so dass jedes Kaumelement dauernd 
von demselben Massenelernent erfiillt gedacbt wird. Dann ist 
die Masse des Elementes dx^ v’enn q die Dicbtigkeit bedeutet, 
gleich Qdx und die Temperaturzunahme im Zeitelement dt gleich 
(du/dt)dt. Um diese Temperaturzunahme zu bewirken, ist aber 
nach §. 31 (1) eine Warmemenge erforderlich gleich 

CQ dxdt, 
dt ■ 


also fur den ganzen Baum x 

, , f 0M 7 

(5) dt\ CQ dt. 


Die Ausdriicke (4) und (5) miissen also einander gleich sein, 
und da der Baum x beliebig war, die Gleichheit beider Aus- 
driicke also auch fiir jeden Theil von r bestehen muss, so folgt 

( 6 ) == M — div Q = M — div 7c grad u, 


Oder explicite geschrieben [Bd. I, §. 87 (3)]; 

07c|^ 

dt ^ dx ^ dy ^ 


Dies ist also die allgemeine Differentialgleichung, der die 
Temperatur im Inneren eines Leiters zu geniigen hat. Die 
Grdsse A ist aber nicht immer von vornherein bekannt, sondern 
sie hangt ihrerseits wieder von noch unbekannten Functionen, 

Eiemann-Weber, PattieUe Differentialgleioliuiigett. H. 6 
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FuJifti-r Al>aeliMStt. 


33 . 


z. B. von der Intensitiit (Ut flfkirisflwn Sti-rmuing. .-ili. Wit* 
betrachten zunaehst dt*ii eiidarhsten Fail, tui 
werden kanii, wo also iin liiiii'ren dt*s Loitors (<jij hcriick* 
siclitigGiider Umsatz von Kiiergn* nicht stuttliniiot. Dntin iiinant 
I. die einfache Gestalt an: 


p. . ~ ’ * . 

cl ( f 1/ f M 

Wenn die Leitliiliigkrit k sds l»t'trnrhti*t w«*nli*ri 


kann, so vereiiifaclit sirli dicw 
wird, wenn 

GlrirliuuK ntirli waiter, tuid git* 

(7) 

.. rt' 

gesetzt wird: 

Ib. 'Ji ^ 

C t \t i'' 

, f ' II if 3 K . 

1 *3' / 

Oder abgekiirzt: 


- # li 

r f 

’ 11'^ ,/ If. 


lat auch di« Wirfm* r «mi tlii- f# 

constant, so kt # Bim «ii<‘ ilrr 

L eitungBc0 ef fi ci0 n t gpiiatiiit wird ‘ 

Setzt man in den Fcirttudii I. Wh le. tu.ti (i, *-r» 

geben sich die Ilfili«Mtiiigpii filr »i«i staliwiiariiii XnslaiMl. 
Die Gleichungen Ib. tiiid Ir. irprdt*!i tiiiini dip-^idben, win dii^ fur 
das elektrische Potentml Imi «tjiti«fiiiriT flrktrivltfr Htrdmtiijg 
(Bd. I, §. 162). 


t M, 

Greiiilittlitigiiii m* n. 

Bei den W{irnieleitiiiif*|irtilil€iiii.fri lialitsii wtr tm iiriiniir nut. 
begrenzten Eti tbots. ||»i ii*»ti Vrr^iiifdiisti iiiul ftwtt? 

Warmeleiter mit ciar Lull it Ite-rilltriiiig. mier »io liiditidpii »kh 
in einem Wasserbade, in dtiiii liii Tpin|Kiriilur cwnsteiit gi4talt®ii 

wird, u. 8. f. 

) ^I)ie Diaensiotiea 4i*r khr ta alwoltiiwfit 

Maas* iind, wtnn Temp.«tttrf|ffr»it##ii *i« Z»ltl«n an||4.«|irri wimhu : 

[k] = Id . fl^f |«r |«d 











a:i, 


(i rf!t/ ianliii 


KU U{^rt!U, 
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Zwar i%f j«ni«*r «-iKlli{'h(* Korjuu' 'I'lu*il oines unbogrenzten 
nlH*r in .iicst-m h'o.hh niiul llilasigoundgasformige 
Kiir|»T nntlmlt.-n, komiut aiu-h dio Wiiniiostraliluiig in Be- 
trufht, nti.l t!i»* HnMn-ia int wcit tlavou (uiifornt, dieBo Umstande 
ulh' liinnifkHichti^'.-n m kiimuni. Man bt'schriiiikt aicdi daher auf 
dit* Ib-trarhliiiij? fmllii‘ht*r Kilrpar, muas daiin abor die ergan- 
/.Hudfii IlrditigMiii'i-n HU di>r (trunzi; aim dor Krfalirimg oder 
<lurcdi ivahiNrhidiilirlu* Ainuiinmin hinzufiigiin, die nachtriiglich 
jIujtIi dii* Krialiinnu /u priiiVu nind. 


I, S t*‘! i *4 k t H}hm 
dasH dir 'IViiijn-riiltir an 
dor Zoit ihI. Ill riiirju 
k\ m '■ andorii, ihl 


I i n g u II g o II. ICh wird angenommen, 

jotlrr SUdlo (uuo HtotigG Function 
liHuiiithoil, in doiu Hich die Ooi’diicienteii 
dii‘ 'IViniH'raUir oino, Htotigo Func- 


liiiti dofi flrli’H. 


2. In irgond oinom Augonblicko, voii 

clowi atiH wir dfii Vi»rgiiiig vcTfulgort widloii, uud in dem wir 
I r“- o i^t dio ToiiijHiriitur oino bcliobig gegobono 

Fiiiirtittfi doh Urt*‘s, dio wir tlou AnfangHzustaiid nonnon. 
Ftiiirlniii liriiiiofit, nijdd. Mtniig zu Hoin. Nuoh 1. muHS abor 
Vrrkiil rnirr iitrli »» kurwin Zoit edno otwa vorbandono 
riiar4f|ik*it -fiirlj hidion. An oinzolnou Htclloii, 

otwa 3111 Fliiriii*n, in flmrit tier AnliutgMztwtaiid uuniotig int, wird 
ii1m» atir-li nno nfii tingwriw Aomlrnmg mil dor Zoit aiigononimon 

^wrdoli 

Knii! V»’ri*’t/.!iiig dor SirtigkoitHbodiugung 1. iuuhh dalicr 
Itlr f M wrrdou. Wir Ibnmdiron (labor dio Be- 

tlinifiiJiM fdr 4»*ii Aniaiig^/.iwtHini otwas wdiiirfor dalim, daaa dio 
Tfiiniorattir m t«r I <l iilH’i'idl da Htwiig hi don Anfangszusfcaiid 
iiber||r.|ii’ti %»4l, w*» dii!%i'r AiifA«g«iwtiind eine stetigo Function 
di'« flrlos wt, 

ilo#.»i*'l3iiot} wir fiiii # tlm Aiifaiigr/uitand, io drUckon wir 

iiiwi 


11. fir I II mi u 

:i. III! riiitiitigkiiitiflilcbei. Wenn sich 

mm lif‘trr«goii« l 4 dt«‘r I, ‘i in oiner Fl&cho » berUbren, so 
ktniiioii «ir dioi «ci iili »b tlli Cnoffloionteii g an 

liii'iio-r niiMf i|ifiifi||Wfii»i Aoiiclarung erloiden. Wir be- 

McliiP’ii dir WVrilw* iii i»idd®ti Sidton dcf tlilcho © ffiit hii ^j,, 
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Fiinftei' Abschnitt. 


unstetig sein, und ilire Werthe aiif beiden Seiten seien Wj. 
Wir grenzen zwei Kaume % ab, die ein Stiick von o als ge- 
meinschaftlicbe Grenze haben, und ausserdem durch Flachen 0^, 
j,. g O 2 .begrenzt sind (Fig. 8) und bestim- 

^ men nun die Warmemenge, die in jeden 
dieser Raume eintritt. Dabei werde die 
Annabme gemacht, dass durch ein Ele- 
/ / \ ment cZo von (o in dem Zeitelement dt 

f ^ / jog eine Warmemenge von 1 naoh 2 iiber- 

I 2 J tritt, die mit der Temperaturdifferenz 

\ / ^ — ^2 proportional ist, und die wir 

-gleich 

/ ( 1 ) h(ui — U2)dG)dt 

' setzen. Der Coefficient A kann eine Func¬ 

tion des Ortes und der Temperaturen ttj, 
U 2 sein, und wird im einfachsten Falle als constant angesehon. 
Er heisst die Uebergangs-Leitfahigkeit und wird wesentlicli 
auch von der Beschaffenheit der Beruhrungsflache abhangig sein. 

Die Warmemenge, die der Baumtheil in dem Zeitelement 
di gewinnt, auf die Zeiteinheit berechnet, ist dann wie im §. 82 
zu bestimmen und ergiebt sich, wenn n die innere Normale an 
0i bedeutet: 

(2) j QndOi — j — U2)da) -j- | Adt^^ 

und nach dem Gauss’schen Integralsatze, auf angewandt, 
ist dann 


j* Q^do — — I div Q dtj^, 


wenn im zweiten Integral n die Normale an c^co, von 1 nach 2 
gerichtet, bedeutet; also ist der Warmegewinn von ri 


Wj)] d(o ^ (A — div Q) 


Andererseits ergiebt sich aus der Temperaturerhbhung fiir 
Warmemenge der Ausdruck 

(5) 


und nach §. 32 (6) ist daher 












;j:!. 




H5 


j i hi Hi ill,} ' " 1). 

I hi dirn** lUri.-hiiiiK !ur Tlndl di.T FlncJu' ta guHi|? 

scin •’H t'dgt .'tn'i djr fiir j**e!eii Ihnikt voti u) dio (ihudhun^ 

Ks iHt lii#T!ii H di.- \Mu I uudj 2 Nt)rinah‘ an ©, 

and iifu’li i, 3! i-l) int: 

kK. ■■ ■ A, ' 

i H 

Id rHidl»a Ik'lrurhlua*^ f^ich auf Tg uTtwcadcri, uud pn 

n’ladfi'ti wir ds«- l»«'diii|»imgt*ii: 


. Ilj 

r « 

hiui • 


€ U f 

( 14 


■ ».|) 


ftir di** Fkirlis’ M. 

Mrtfi dfl’iH di«’ I'anHlftiilr k inriti Ljltig**tidittit'is‘4«»ti lauhr 

mtliiilt, 111 4 h. Iv* iii-rdini itFm di«* Vt'iiiiiltiiiMw A, ; h and kyih 
dtirrlt ttii»t||i»tlr««*kt. Liwn wir diem* IdinK*' vrr- 

wlmiiuirud ktnii {fill VrrgliHfh m dan ulinKnn in Ht- 

traalil s« fruialit «iirli aim* luidara Ha- 

dlllglllllf. iimiiisrli; 


Ilia. 

an dar Hm’lia ©i, 
IHvn 


dar Aiftialirna ithnr dan Atwglidceh dfsr 


dan liialit Ip'rtaiiiiij kiiiiti^ iiml ninli sufnrt 

waiin «w am Aiifiifii? I«»titittt Ihii wird an d«r tirinwo 

psiii* diifi'is III it. Iu'wliititnla rtpliAigkidl arlaidau mliwnn, 

Ifelrwriiiiitif, »iif A'a ungawiiwdt, rndgl 

atw, iliwii iki 1Viii|i#<r«l»rici’rall»' wrfjl an Flilrhini nrwtntig warden 
kanti, iiialil dir la^itfiiiitgkin! iiirttalig kt 

I. ltlirrflarii«iil**idi«gtitig. Aiit dt*w glairdiwii Waga ir» 
haltiiii wir dit* Iladitigmii flir *it« Olii»rtliii‘lia dai Ktirj»wi. Wir 
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Funfter Abschnitt. 


§• 34. 


Function von Zeit und Ort sein. Es kommt nur auf den. Werth 
von U an der Grenze des betrachteten Korpers an. Man nimmt 
dann wieder an, dass durcb ein Element do dieser Grenze im 
Zeitelement eine Warmemenge aus dem Korper in die Umgebung 
tritt, die durcb 

h{u — V) do dt 

ausgedriickt ist, und nennt h die iiussere Leitfahigkeit des 
Korpers. Es ist* dann alles wie vorher fiir den Korper ra, nur 
dass jetzt an Stelle von % die gegebene Function U tritt, und 
man findet, wenn n die nach innen gericbtete Normale bedeutet 
und durcb einen dariiber gesetzten Stricb angedeutet ist, dass 
die Wertbe der Functionen an der Oberflacbe zu nebmen sind; 

IV. ]cpL = -h(u — U). 

dn ^ 

Die aussere Leitfabigkeit h bangt von der Temperatur selbst, 
und sebr wesentbcb von der Bescbaffenbeit der Oberflacbe ab. 
Auch bier kbnnen wir den Grenzfall betracbten; 

IV a. w = IT. 

Eine Bedingung fiir den Differentialquotienten ergiebt sicb 
in diesem Falle nicbt. Man kann IVa. als Grenzfall aus IV. 
ableiten, wenn man h unendlicb werden lasst. 


§. 34. 

Eindeutigkeit der Ldsung. 

Die Differentialgleicbung und die Grenzbedingungen, die wir 
in den beiden vorangegangenen Paragrapben abgeleitet baben, 
sind linear, wenn wir die Coefficienten c, p, fc, h als von der 
Temperatur unabhangig voraussetzen diirfen. Unter dieser Vor- 
aussetzung sind diese Grossen, die ibrer Natur nacb positiv sind, 
entweder constant oder nur von den Coordinaten, nicbt von der 
Zeit abbangig. 

Wenn wir ausserdem nocb voraussetzen, dass die im Inneren- 
des Leiters erzeugte Warme A entweder gleicb Null oder docb 
eine gegebene Function des Ortes und der Zeit ist, so lasst sicb 
beweisen, dass durcb die Bedingungen I, II., III., IV. der beiden 
letzten Paragrapben die Function u eindeutig bestimmt ist. 












Imji ft I u 1 1 ji. k «* 1 1 <lt>r l(UHiiiiK. 
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Ni'lsitirit wir .'ill. «**. t'sistii-f'it zw«i Fum'.tiuiuin u'\ die den- 

I. ... IV, tuul zwur fiir dieselben 

Fniictinni'ii A iiud sa 141‘uii^t <lit‘ Didin’en'/ 


It ' ti' - h" 


dHs fulg»*iid«u lS«-dmKung«-ir 

, t It 


tUv A'gnul ((, 


n fiir t ■ - (L 


hull • n.,) 


fdltiT I'llHlrliaksitHlIiirhif* w, 


an tlrr Ubi-rtiiifli*’. Diil«*n Innlintti't h in -1. dio iluBBoi'e, iu 3. die 

{Wir liipf d«* jd!pinit‘lnnn*n liwliiigmigon III., IV. 

Ik*i Anttnliittr drr llt**ii«ptngi’n llln., IVa, wurdt' Hicdi dor Be- 

Widi iitwii'« i»isifiir|ii«r Rrnt-Jilti’Ji.) 

Wi'iiii wir t«ti «l«‘r Formsd’. 


r kr .r/ 


ttitti lifii Ispidi*!! *?iilii|irt''rlii‘fidf«n (lulimuch manhcni, bo folgt 
{‘i) ill I-1II gf lid M k iHu) I 14 dif griid t(, 


#4^ f t ** A . ft'' « , /C'U'A 

. (.d ‘ Cv)' 0'.-) 


|li«» lilrirliiiiig (21 pidil alfiT fifirli 


k lH») ”” c®> M 


aiirlii lilt rf f«ti I ttiiitldiiiltgiiC wt*. 


(41 iiitimafiidii • 

Wniiti wir iiiitt iilM'ir Hanlon llatiw. t des Warmoleitors 
iotegtiwB tiitd ilfti Cl Tlieoreio wiwcnden, wobei die 
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F«nfU*r Al>*‘rliriiit. 


35. 


Unstetigkeitsflachcn w idnSrhiiilU* «dt ziir Bfgriiizinijx /,u rerhnen 
sind, so folgt: 

I diy ku grad udv | ^ ^ 

K* ■, f «j , t H., . , 

i-j II, ~~ k.iti ; 


Oder mit Rucksicht aisf 3. uiid 4.: 


I div «grad Mil f | /lii-rlw * | /ifiij - 

also nach (4): 

— j c^ii^dr y I klfiitjdx • I hu-*(io 
* I /if’ii, • dm ■- (I, 

and wenn man endlirh nwrii in llfitig atif ili«t Zril I zwintinni dm 
Grenzen 0 tind I Intf'grirt, tmd dal»i*i dit* liftlinginig 2. I«*riifk- 

siehtigt 


Cp #clf 


I-'l] 


klHuidt \ hu'Hiu 


+ j h (ii| iigp dm I Cl 

Wenn nan u irgwidwo im Ilaiitiio t aiici in irseiid 
Zeitinteryall von Nall ve«liieiltri iit, to i^t dio liiikii Snifci* %‘cjii 
(6) eine Summe von positiven Gliwlftm, din nirlifc 
kamu Folgllch mats » — Cl cider ti’ ii" ^fiiri, wie 

werden soUte, 


I Mk 

WIrmebiwegaiig In Htatie. 

Wenn der Leiter iin Blab i»t« tiiiirn Qtii*rdiiiirtiHitirit!ii nU 
unendlioh klein betrachfcet werdin kdiiiieii, diinn litHht «{r|i iIm** 
Problem der Warmabiwegitng dadarcli vnriiiifiiclien, diiiw man 
die Oberflachenbedingang In die Diffarentiftlgkicliniig mit binalti- 

zieht. 

Wir betrachten a!io eioin Stab, tier girfidliruK oder muIi 
gekrUmmt sein kann, der ©inen beliebig giitidtoten C|ii®ncliinill 




















§. 35 . 


Warmebewegung in einem Stabe. 
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voiTL Flaclieiiinhalt ^ hat, wohei ^ auch von einer Stelle zur 
anderon voranderlich soin konntG. Anf der Axo des Stakes, die 
man etwa als den Ort der geometrischen Schwerpnnkte der 
Qnerschnitte definiren kann, zahlen wir in einer beliehigen Rich- 
tung und von einem beliehigen Anfangspiinkte aus die Abscisse x. 
Es "wird vorausgesetzt, dass man von den Schwankungen der 
Temperatnr u innerhalb eines Querschnittes absehen kann. Die 
Temperatur TJ der Umgebnng kann in diesem Falle angesehen 
werden als eine Function von x und von t 

Man erbalt die Differentialgleichung am einfachsten, wenn 
man den Warmegewinn eines Elementes dieses Stakes von der 
unendlich kleinen Lange dx wahrend des Zeitelementes dt be- 
recbnet. 1st 7c die Leitfahigkeit, die auch eine Function von x 
sein kann, so tritt durcb den ersten Querscbnitt dieses Elementes, 
dessen Flache g gleicbfalls eine” Function von x sein kann, eine 
Warmemenge ein, die durcb 

( 1 ) 


ausgedriickt ist, und durcb den letzten Querscbnitt, der der Ab¬ 
scisse X dx entspricbt, fliesst die Warmemenge von der Grdsse 


. 0e7c p \ 


in der Ricbtung der positiven x, also aus dem Element beraus. 

Ausserdem aber tritt nock durcb die Oberfiacbe des Elementes 
gegen die Luft eine gewisse Warmemenge aus, die nacb den 
Voraussetzungen von §. 33, IV. zu bestimmen ist. Bedeutet I den 
Umfang eines Querschnittes g, so ist Idx bis auf unendlich kleine 
Grossen hoherer Ordnung die Grdsse der Oberfiacbe, und wenn 
also h die aussere Leitfahigkeit bedeutet, so ist diese Warme¬ 


menge 

(^3) hi (^^ — U) dxdt 


‘ '‘*(1) ist der Gewinn, (2) und (3) sind der Verlust an Warme, 
und folglicb ist der ganze Gewinn, der zur Temperaturerhdbung 
verwandt wird, 
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Ftinftrr Al»»chmtt, 




Wenn nun c uiid q siK-c-itiwIit* Wiirm** untl Dichtigkoit hv- 
cleuten, so ist diese Wlirrat?mfijg»* gleirh 

(6) qdj' (it, 

und es ergiebt sich aleo die Dillertfnti.Hlglait'Iumg : 


V. 


qCQ 


cu 

€t 


r fi k 


f u 
fj' 


t r 


hi (M --- /' j. 


Wollen wir auch dsii Fall lwrurkiiiiiiiigt*n, thiHH hn Iurjctn^ii 
des Letters noeb WilmH* durrli FniKitz v«»n Kiii^rgic cr/.pijgl 
wild, so tritt, werm A dit* in dor Yoltiiiif?fieiiili«dt iiiut tbsr Zeit- 
einheit erzeugte Warmemengi* ist. an Htidit* von V. (iic nH. 
gemeinere Gleiclmng 

, ( u 
t q — 




Sechster Absclinitt. 


Probleme der Warmeleitung, die nur von einer 
Coordinate abhangig sind. 


§. 36. 

Die Temperatur ist nur von einer Coordinate abhangig. 
Unbegrenzter Korper. 


Um die allgemeine Theorie auf besondere Falle anzuwenden, 
machen wir die Annabme, dass die Coefficienten fc, c (Leitfabig- 
keit, Dichtigkeit, specifische Warme) Constanten sind, und wenden 
also zunachst die Difierentialgleicbung fiir die Temperatur in der 
Form §. 32, Ic 

( 1 ) ^ 

ot 


an, worin = lij cq eine positive Constante ist. Wir wollen 
diese Gleichung aber zunachst noch weiter vereinfachen durch 
die Aiinahme, dass u nur von einer raumlichen Coordinate x ab- 
hange, also die Differentialgleichung (1) die Form babe; 


( 2 ) 


du „ d^u 
dt ~~ dx^' 


Dies setzt voraus, dass wir uns den Leiter in der Richtung 
der 2 /^-Ebene unendlich ausgedehnt vorstellen. 

Aber auch die DiiFerentialgleichung fiir die Warmebewegung 
in einem Stabe lasst sich auf diese Form bringen, wenn wir die 
Temperatur der Umgebung U und die aussere Leitfahigkeit Ji 
und den Querschnitt q constant annehmen. Es lautet namlich 
unter diesen Voraussetzungen die Differentialgleichung §. 35 V: 
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Sechster Abschnitt, 


§. 36. 


( 3 ) 


du _ 

'dt~ 


02 U 
0 






worin =■ hi \ cq g[ eine zweite Constante ist. 
Setzt man abef 


u ~ U — V, 


du _ 

Ji ~ 


e-r.H (|| _ 


SO geht (3) in 

(4) 


0 V 

U 


3!l‘ = e-in 
d!C‘‘ 3*2’ 


02 V 
0 iC2 


iiber, was mit (2) der Form nacb iibereinstimmt. 

Wenn wir uns den Korper aucb in der Richtung der a:-Axe 
unendlicb ansgedehnt denken, so fallt die Grenzbedingung weg, 
und die Function u ist durcb (2) und durcb den Anfangszustand 
vollig bestimmt, 

Um das allgemeine Integral dieser Differentialgleicbung zu 
finden, wenden wir die Methode der particularen Losungen an. 

Man sieht namlicb leicht, dass die Differentialgleicbung (2) 
befriedigt ist, wenn fiir u eine der Functionen 


cos Aic, sin A a? 

gesetzt wird, worin A eine willkiirlicbe Constante ist, die positiv 
vorausgesetzt werden kann. Jede dieser Losungen konnen wir 
mit einem willkiirlicben constanten Factor, der eine Function 
von X sein kann, multipHciren, und die Summe aller dieser 
Glieder nehmen. Wir erbalten so, wenn A nnd JB willkurliche 
Functionen von X sind, eine allgemeine Ldsung von (2): 

00 

(5) u =1 (A cos A a; -j- d X, 

0 


und nun sind diese Functionen A, B so zu bestimmen, dass u 
fur ^ = 0 in den gegebenen Anfangszustand 0 (cc) iibergeht. 

Es ist aber nacb dem Fourier’scben Lehrsatze [Bd. I, 

§• ( 9 )] 

00 +“ 

(6) 0 (x) = i j* ^ ^ j* ^ («) cos A (« — x) da, 


und dies soil nacb (5) gleicb 














Uabegrenzter Korper. 
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00 

C^) j (-^ 1 ic -|- sin dl 

0 

werden. Die Vergleichung von (6) und (7) ergiebt aber 

+ oo 

1 r "X" CO 

-CO _ 

und wenn wir dies endlich in (5) einsetzen, so erbalten wir 

CO 4-^0 

(8) « = i j d i f ® („) cos I {a—x) da, 

0 —00 

wodurch u als Function von t und so dargestellt ist.‘ 

Dieser Ausdiuck iiir u ist aber fiir viele Zvrecke nocb nicbt 
geeignet und wir formen ihn noch urn. So lange namlicb t > 0 
ist, ist es gestattet, in (8) die Reihenfolge der Integrationen um- 
zukehren, und also zu setzen 


u — — cD 

7C 


CO 

(cc) da QOS 2(a — x) dk 


Flier lasst sich nun die Integration in Bezug auf X nach 
Formel Bd. I, §. 61 (7) ausfiihren, wonacb 


CO I - 

I (3-^-^a*fcosA(a —a;)dA = l-|/^ 


(tt — 

g ia^t 


ist, und es ergiebt sich also 

(10) u = — 


4- c© 

I ®(») 


_ (« — a)g 

e da. 


Zu dieser Formel kann man auch dadurch gelangen, dass 
man bemerkt, dass die Function 


fiir ein unbestimmtes a ein particulares Integral der DifPerential- 
gleichung (2) ist. 

In der Formel (10) fiihren wir nun eine neue Integrations- 
variable /3 ein duroh die Substitution 

o« = ^-|“2|3ay7, 


und erbalten; 
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Sechster Absclinitt. 


§. 37 . 


( 12 ) 


u = 


1 

y 7t 


-|- 00 


0(x -j- 2 a 




woraus man wieder unmittelbar ersieht, class u fiir i = 0 in 
0{x) iibergelit. 

Die Formel (12) bat Yor (8) nocb den Vorzug, class (8) nur 
dann anwendbar ist, wenn das nacb a genommene Integral einen 
Sinn hat; dazu ist notbwendig, dass ^(a) im Unendlichen ver- 
schwindet. Das Integral (12), von clem man leicht auch direct 
nachweist, dass es der Differentialgleichung (2) geniigt, ist an 
diese Bescbrankung nicht gebnnden. 


§. 37. 

Begrenzter Korper. 

Die Formel (10) oder (12) §. 36 kann in manchen FMlen 
auch* clienen, um das Warmeproblem fiir einen begrenzten Korper 
zu losen, dann namlich, wenn es gelingt, die Function 0 iiber 
den Leiter hinaus so fortzusetzen, dass die Grenzbedingung 
identisch befriedigt wircl. Es wire! dann an Stelle des begrenzten 
Korpers ein unbegrenzter mit einem solchen Anfangszustande 
substituirt, dass die "Warmebewegung in einem Theil des un- 
begrenzten Korpers ebenso vor sich gehen wiirde, wie in dem 
begrenzten Korper. 

Wenn wir z. B. annehmen, es sei der Korper bei a; = 0 
durch eine unendliche Ebene begrenzt, und im Inneren des 
Leiters babe x positive Werthe, so konnen wir fiir negative cc 
die Function 0(x) aus der Formel bestimmen; 

0(— x) = — 0 (x), 

und erhalten dann, wie man aus der Symmetrie erkennt, einen 
Zustand, bei dem die Temperatur bei x = 0 bestandig Null ist. 
Macht man diese Annahme in der Formel (10), so ergiebt sicli: 

1 r / ~~ («+ 

(1) "W = -- -.= I 0(a)(e — e ) doc, 


oder in (12): 








§• 37 . 


Begrenzter Korper. 
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CO 

( 2 ) w = -i f ^ {2 ^a'\j t x)e-^ d 8 

^ V ^ J 

' X 

2 a "V i 

CO 

-^ ^ {2^a'\jt — x) d 

\ TC J 

' a; 

2 aYT 

1st z. B. die Anfangstemperatur constant, gleicti C, und 
von Null verscMeden, wabrend die Oberflacbentemperatur bei 
X := 0 auf Null gebalten wird, so ergiebt die Gleicbung (2) 

X X 


2a V t 2ay t 

-£ f = fer-Pdft 

Vjc J V jr J 


Oder wenn wir, wie im §. 26 des ersten Bandes: 


0(x) — { e ^ d^ 

\7C J 
' 0 


setzen 


\2ait/ 


Die Formel (4) zeigt, dass, wenn die Temperaturdifferenz 
zwiscben eiiiem Punkt im Inneren des Leiters und der Oberflacbe 
auf einen gegebeneii Brucbtheil von G berabgesunken sem soil, 
der Bruch xj2ai't einen gegebenen, aus der Tafel fur @(a;) zu 
entnohmendea Werth habea mass. Dm Zoit, dm dazu erforderhch 
ist ist also mit dem Quadrate der Tiefe proportional. Soil die 
TempeUurdiffereuz z. B. auf die Halfte herabgesunken sem, 

SO muss 


0,477 


2ait 

also in rober Annaherung 


seiti* . q-v+vatyip Falle so baben 'wir 

Nehmen wir beispielsweise zwei extreme taiie, 

(im Gramm-Centimeter-Secunden-System) 
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Sechster Abschnitt. 


§. 38. 


fur Silber. .a — 1,850, 

fiir Wismutb.. a = 0,0461). 

Beim Silber wiirde also schon nach Vi Secunde in der Tiefe 
von 1 cm die Temperatur auf die Halfte gesunken sein, wahrend 
in der Tiefe von 1 m dazu fast eine Stunde erforderlich ware. 
Beim Wismutb sind die entsprecbenden Zeiten etwa acbt Minuten 
und IV 2 Monate. 

Wir beben nocb die Folgerung bervor, von der wir spater 
Gebraucb zu macben baben, dass die Function 

00 

( 6 ) 

* X 

2 a y ^ 

eine particulare Ldsung der Differentialgleichung §. 36 (2) ist. 


§. 38. 

Abkiiblung durcb Leitung nacb aussen. 


Wir bebalten die Voraussetzung bei, dass der Anfangszustand 
0 (x) nur fiir positive x gegeben sei, nehmen aber an, dass der 
Leiter bei x = 0 mit einer Umgebung der Temperatur 0 in Be- 
riibrung stebt, gegen die er das iiussere Leitvermdgen h hat. 
Wir baben dann die G-renzbedingung §. 33, IV. anzuwenden: 

(1) h ~ — hu, fiir x = 0. 

Wir nebmen die Losung nacb §. 36 (10) in der E’orm an: 

1 /•“ / (cc — x)^ 

(2) u~ - =\(0{a)e 4-^(—04)e ) da, 

2 ay 7tt J \ / 

' 0 

aus der wir durcli Differentiation nacb x erbalten: 


( 3 ) 


2 a y ITT i 


0(Di) 


a — X ^ 
~2aH ^ 


und fiir a; = 0: 


du 
d X 


(« —a:)^ 
4 a'^t 


0(—Ci) 


a —|— X 

2 aH ^ 


(a + 

) da, 


Diese Zablen eind dem Lebrbucli der Physik von Riecke (Bd. 2, 
S. 451) entnommen. 




















Abkiililung durcli Leitung nach aussen. 
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1 r _^ 

( 4 ) u = -—- 7 -= [^(«) + ^(—a)]e cZa, 

2i (X' \ 7C V J 
' 0 

00 

. V 1 ( r/F./ \ — t-ot «(Zc4 

/5') -—=-r^(«) — —«)le *—-• 

^ '' dx ^a^Ttt J ^ ^ ^ 2 a 2 i 

’ 0 

Den letzteren Ansdruck formen wir durcli partielle Inte¬ 

gration um. Es ergiebt sicb namlicli durcli Differentiation nach a 

__f!_ _fL 

[^' (k) 4 - (— os)] e (os) — ^ a)] e 

worin (os) die Derivirte von 0 (os) ist. Wir bestimmen nun 
0 (_ir) zunaclist so, dass 0 (x) hei x = 0 stetig ist, d. h. so, dass 

( 7 ) ^( 0 ) = ^(- 0 ), 

und dadurch ergiebt sicli durcb Integration von ( 6 ) zwischen den 
Grenzen 0 und co 

^ /7 r/ 1^ “ 

f [®(os) — 0(—cc)]e [^'(“)+^^(~'“)]^ ■‘“-^sZcs, 

0 ° 

also fur X == 0 nach (5) 

m aa 

'^ = _ ~y^ [0' (os) + 0' (— os)] d OS. 

dx 

0 

Aus (4) und ( 8 ) folgt nun, dass die Bedingung (1) befriedigt 
ist, wenn 0 (— os) aus der Gleichung 

(9) 0 ' («) + (~ “) = Tc ^ 

bestimmt wird. Dies ist eine lineare, aber nicht homogene 
Differentialgleichung erster Ordnung fur die Function ( os). 

(10) 3 ®(- «) = w -1 ®(“)’ 

die sich nach Bd I, §. 62 leicM integriren lasst. Me Constante 
wird aus der Bedingung (7) bestimmt, und so ergiebt sich. ^ 

(U) ®(-») = (®' + 

0 

was sich durch die partielle Integration 

Elemaun-Weber, Parliello Differeiitialgleicliimgen. II. 
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Sechster Abschnitt. 


§. 38 . 


0'(x)dx = 6^"° 0(x) — ~ je/c“= dx 
auf die Form bringen lasst: 

h “ 

( 12 } ^ ( «)==$(«} — ^ j ^ (x) dX. 

0 

Diese Form verdient vor der Form (11) den Vorzug, weil sie 
nicbt mehr den DifferentialquotienteH der Function O (x) enthalt. 

Urn ein Beispiel durchzufiihren, nehnaen wir auch bier 
0(ic) = (7, d. h. constant an. Dann erbalt man aus (12) 

(13) 0(—oi) = G(2e~^‘" — 1), 

und wenn man diesen Ausdruck in (2) einsetzt, so folgt 


(<x + a:)2 

•~n5T~ 


2 e 4a2{ 7c doi . . 


Den Exponenten des letzten Integrals in (14) erganzen wir 
zu emem Quadrat, indem wir setzen; 

4:a^f ]c 4a3f ( A V 1^ ^ 

und dann lasst sicb alles auf die Function @(a:) [§. 37 (4)1 zu- 

mckfubren. Wir substituiren in den drei Integralen der Formel 
(14) der Reihe nacb 

K == X2 a ft 

« = — ^ + 2ay7/3, 

“ = -* — 2afifi, 

wodurch sicb ergiebt: 


a: ^ ^ 


2 a 'Y'T 

2C 


2a yr 




j e-^c?/3, 

2 ay7 ^ ^ 









Iti-ruhruni' h»‘tt*rnf,ri‘n(!r Ki'irper. 
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m|{*r sl»-r Fnnnclii (Bil I, §. 26): 

j r ^ till ( “■ j '' d(i — jl ~ @(£c)], 


W( x), W(oo)=l 




.«•■’ h , 

f'r I -,(H) 


X I ah 
Ui’Sjt 


Hrt/l iniiii Sii**riii x U, ho c.rlullt man die Oberflachen- 
« nl*' Fiiijrfitoi dcr Zoit: 




\Vi*nii m-it ti»-m A!dk!iKK-/.ustantl oiuo hinlanglicho Zeit ver- 
tlossen ft) die in Bd. I, §. 26 

| 14 | iMitwit'kidung 

I _.4« X"* (“1)'* 

jiuwt'nil*'*u mul 

,, 2 ,,■,( \rlIV2n)f k Y"'''' 

cn.j ** tlin) \lahil) 

1111(1 wi-iiii drr Anfrtti«*««wtand in eiuor unondlich fernen Ver- 
8iai|?p|ili*dt tk^gt, kimn man «i«k bior auf das orste Glied be- 

^oiiri4iiki*n, nipt wi lilill 

. ^ kO 

^ ah’^xt 

dn Aiitilriifk ftlr dii* Clliprtliinbtmtemperatur. 


|li»rtilirtt»« beterogener Korper. 

IH,kwn aucU angwandt werden auf den 

m\ dit« *w*it •oftrt ii«bPRri‘n«to beterogene Leiter 1, 2 m tier 

IZ:,^ Der Einfacbbeit halber soil 

Wi%r fiiif fli*r Fill li#rlktoiebtigt warden, wo die Temperatur an 

tonabed^gang 


•J* 


Secliwli'r A It !*t;liII} 11. 


( «j 

f X 


t H.J 

C J' 


j^QQ Secliwli'r A It !*t;liII} 11. 

(1) «j Mj, 

.. 

Im Korper 1 mogi* .r iH'gntiv si-m, im K«»r|»‘r 2 puHjtiv, 

Die Anfangstemperaturiii r., (\ Hullfu sik roiistaiit vt»ntusgi*st‘t/.t 
werden, Hier iniissen dii? Fuiifliimrii Kj. n.^ jinir Dir nirli Ik*- 
stimmt werden. Van den FuiH-tium-n 0i(.rK 0.,iJ‘U tlii* <!ji* Ati- 
fangswertlie you «i ti«d ii.j cliirntfllaii, dia ithD* yiir fVir 
tive, die zweite fiir positive X gs**4«*t»rii, Denken wir uh.h fiir 
Augenklick den g!iri«*ri IFium nitr mil der HiiIisIhiiz 1 -ta 

konnen wir den Versueh mndirn, einru Aitfuiiu.HztiHiaiiit (.# i 
ira ganzen liaum so anziiiifilaiieii. dass #<, liir !i«*galivf ,r «» 
ausfallt, wie es in deni gentdlten I*r«»lt|em wirklifh il»*r Full int, 
nnd konnen, wenn (-^'l Fekiiiint int. n, nnrJi dtl liaHtijuiiifn. 
Ebenso denken wir mw #g{>| fiir «li*n gau/.iut Uaiui! Fi*- 
stimmt. Diese Funetiaiteii dnd itm ilfii 

bedingungen (1) zu beHtimrnm. 

Wir wollen veraueheii, diititjti Fordiriingen iiiindi ilii» Aii- 

nahme 

= Cji X <■»’. 

m fj' 


®i(^) 


zu genugen, woiin (A, 
halten ana §. 86 (Fi) 


X 

X » 

/ ♦» /« 
( |. « 


0t Cx| “ f X . D, 

r;, X . 

l*«ii«tafdr‘ii gfiii 


titid *’r 


4 #1 r s 

(•n 

/♦* 

*'i 

fr 

y M) 

v» 

J 

m 

'i «iS| ^ 1 

(h f 


* 

f 

1 -. dfi 4 - 

® 1 

1 e 

V ?r J 


J 

s«j FT 


» #, Vt 


fl|l 


und mit Benutzimg det Fttiirtionixeiflieta »(x;| |§. :i7 (4|| iiml 
der Relation ®(x) = — #(—x); 


( 8 ) % 
nnd ebenso 

(4) 


2 


Q+‘(6\^<;;)«(_ ;■ ) 


I if 


% Cf) (C^ f ^ ^ ) 

V‘i rig ^ I / 



















|l**!'.hrunt' in‘l cjUM’ Kt'irpcr. 
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N*uii cT|i:t*!«'ii «lit' (1) fiir x = 0, wenn man 

riiii* liJ’tt** ( ;int«' <'a <*iniulirt,. (liu’cni licdoutuiif^ die gemein- 
I diT bcitk'n Lc.itor an ihrer Beruhrungs- 


(’1 I 


1^’* ^‘,1 ; • ■ (^,) — 0. 

fjj 

Kh i'll alii-r na»-lt d«‘r iH’didtion von a'^ [§. 82 (7j] 

k I , t /* H / . 

r '*i* j 10 • ,, ™ y /I'j 6'ap2, 


\ t * * U a! t 

r '*i' j 10- ™ I '''a (hQ%i 

tij 

itnd os orifiold uIhm tin* Ulmchung ((I) mil Boiiutzuiig 
^. W‘a ^'i <0 ‘ \ k} Qi (^2 

\ A'l r, (>i } yA’a^-'iOis 

uiid mm f3| wild II) orlmitou wir nocdi 


von (5j 




iliiTdwrr.h ««d di«' arnir/JwulinKunRen (1) liofriedigt, und fur 
dfifi Anfenif i or«iid»t »irh u, — C'l I'iir negative x nnd 

ti, (I, ftir |M»iitivo .r, UioHia AnfungKtcnnperaturon C\ und Clj 

kdnnon kidioliiic mm. 

NsM'ii iiiii’ittlliidi laii^or /n;it halxui boide Kdrper in ihrer 
gitiiXMti AiiwWititti»i diii Tumpumtur Qi angononimen. An der 
ll«rlitirtitig#i»t«llp wdiwt itiUt litdi dioie mittlere Temperatur 

mciimwjtiwi ti»f. ,111 

Him kmiti iiiir iilinlietie Weiie das Problem unter der all- 

ilpmife’dtiigutig §• 111 bebandeln. 


k, 

^ f)jr 


III) L “ At(tti ”• «a) fUr /» = 0; 

^ ’ i" 5 ,it f ? «r 

laxi, «tot .t»iin >li.» >l«n AtifBng«zuBtanil (Urstellendea Funotionen 
®,(z) in (ier folKandiai Wniae fort: 

0, (X) ■ " f;„ ®. W 

®,(*( * C; + 0,(x) = O, fura:>0, 

worin V’u Ci. OS. »»., m, Conatanten Bind, deren Be- 
«Ummung roan au* (9) gewisiB Unoare aieiohungen erhalt. Wi 
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§. 40. 


wollen nur die Endformeln angeben, Yon denen man naclitraglich 
leicht beweist, dass sie alien nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen geniigen. Es ergiebt sich: 


Co - (Co - CO 0 


( 10 ) 


2 tti y c 


, ^ - h 

(Co — Cl) e "1 


/n n\ -~ + niU 

(Cq C2) 6 “2 


X 


1 — 0 ( — -—7= -4“ ^ 

.2a2y^ 


worin Cq dnrch (7) bestimmt ist und 


( 11 ) 


m = nil «2 




-h 


h 


yj k'l C\ yj 1^2 Cq ^2 

zu setzen ist. Fiir x = 0 erbalten w hierans: 


( 12 ) 

also: 

(13) 


u‘ = Co — (Co —COe-”’* [1 — 

«| = Co — (C. — eye”’* [1 — ©(mV?)], 


(it^ — u^) = (Cl — Ca)e^®‘[l — 



Co) 1 da. 

0 


Es bleibt also bier die Unstetigkeit an der Stelle x = 0 
besteben, sie nimmt aber mit der Zeit allmablich ab und nahert 
sicb der Grenze Null. Der Endzustand fiir t — 00 ist 


Ui — Wj — Co ^). 


§. 40, 

Die Temperatur der Oberflacbe ist eine Function derZeit. 

Wir betraebten jetzt Ydeder einen durcb die Ebene x = Q 
begrenzten Korper und nebmen an, die Temperatur der Ober- 


b H. Weber, Vierteljabrsscbrift der naturforsebenden Gesellscbaft in 
Zurich, Mai 1871, und Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen 1893. 




















§, 40 . 


Veranderliclie Temperatur der Oberflache. 


lOB 


iiacliG S6i gIug gcgebcne Fuiictioii dcr Zsit, (p(t). Ausserdem S6i 
die Anfangstemperatur eine gegebene Function 0{x) von x. Es 
ist also eine Function u zu finden, die fiir positive t und x der 
Difterentialgleichung 


( 1 ) 


du _ , M 


geniigt, und den beiden Nebenbedingungen 

(2) u = 0(x) fiir i = 0, 

(3) u = <p (t) fiir X — 0. 

Die allgemeine Aufgabe lasst sicb zunacbst in zwei einfacbere 
zerlegen: Nebmen wir an, es seien zwei Functionen id, w" ge- 
funden, die beide der Differentialgleicbung (1) geniigen, aber den 
N ebenbedingungen 


u' = 0 
U" = 0(x) 


fiir = 0, 


u' == (p(t) 
u" — 0 


fiir a; = 0, 


so geniigt offenbar it = w' + u" den Bedingungen (1), (2), (3), 
und die Aufgabe ist gelost. Die Function u" ist aber bereits im 
37 bestimmt, und es kommt also nur noch auf u' an. Hier- 
durch ist die allgemeine Aufgabe auf den speciellen Fall zuriick- 
gefiihrt, dass die Function = 0 ist, und wir nehmen also 

die Nebenbedingungen fiir u jetzt in der Form an: 


u — 0 fiir ^ = 0 a; > 0, 

(5 j u = „ a; = 0 i > 0. 

Wir betracbten die Function u als Grenzfall einer anderen 
Function, die wir erbalten, wenn wir die Oberdachentemperatur 
nicht als stetige Function von t, sondem in Zeitintervallen con¬ 
stant und also von einem Intexvall zum nacbsten sicb sprung- 
weise andernd annehmen. 

Es seien also 

(0^ i = 0, ^1, ^2 • • -5 • • • 

eine Reibe aufeinanderfolgender Zeitpunkte, und in dem Zeit- 
intervall 


('7) 




+ 1 


i/'t/ 


\ j _ 

soli die Function <p{t) den constanten Wertb 
/0^ CofLl ~ Cy 


( 8 ) 


baben. 
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StMihstcsr Alisu*hIIItt. 


Audi diese Aufgabe xerlcgiui wir ikh’H weitcr. 

Es werde cine Fumditm u, durdi folgeiuh* Hcdiiigungcii 
stimmt. Es soil ih di*r DiflViviifialgleii'liuiig (1) niit tier 'Sd 
bedingung (4j geuiigon, uiul i;s Mill 


[9) Uv = 0 fiir t < i, and / * • i j j.. 


(10) iiy = Cy fiir i> < I I 


fiir j: ■— 0 


Sind die Eunctioncn 14 diesen lU'dinguiigcn gfiniiss iTn 


i> - u. 1 , ... w 


bestimmt, so ist 

(11) « “ ^ i i 

eino Function, die, so lango i < ist, dm Ibulingungon (iu 
(5) mit dor Bi^HtiranmiiK (h| g^niigt, 


durcb die Bestimrauni! 
(12) X(*^i0 


0* I 




Fiir jedes coriitanto I wt x(x,i} einii stetige Funr,tic* it 
von und fiir jedes positife x ist fii aiicli emo stetign Fimrti*ii4 
von t, dagegen ist x(0, i) eine uoitetige Fiitiction von t; dntiii 
sie gebt beim Durchgaitg diircsh I = t) iildty.lieh von i) zn 1. 

Diese Function geniigt Im Iimern der Cleljiiite x > 0 ^ t <» 
und a; > 0, ^ < 0 der Differeiitialgkicbutig (1) (nach §. B7). 

Daraus ergiebt «ioh dann^ di« auch 

(18) c,lx(xj -» I.) — z{x, I — +1)j 

erstens der Diflerentialglgiclmng (1) gentigt, iweiteni (fiir I ti| 
[wegen (12)] der Bedingung (4j, endlich abor aucb fiir x r™ fl 
den Bedingungen (9), (10), Denn iit I < »o sind fiir x = II 
beide jj-Functionen in (18) gldcb 0, iit t > ^,,4.1, lo sind «ii* bai«l« 
= 1 und Hegt t :8wischen 4 und It + i, so kt die ente =- 1, di© 
zweite = 0. Daraus orhalten wir naob (B) und. (11) 








\ • t J f 1 1 ‘ H f ititi li(• h Ii i*H\i 11 al (>H. 
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^{.r, I — ^j^|. 


\V»»llt-!i iur .iauuiH (lit. Fiiuftitm u fur dun Fall ableiten, 
ihiss di<‘ A.'iid.'iuh-.'Ji un d.-r OIktIIhcIiu vor Kich gehen, 

i,u wsr .!». hiti-rvallc Tv uiuMuUieh kl(mi uiid ihre Zahl 

uiit'iullirli afiis«dsnnni. Datui winl 

. (v \ i\ tv) ■-x{x,t — tv + i) 

rv 

/ /, ii) 

ft 

Ulid dks Mi!iijn«- iMj wird i*in InicjErul 


.■ j,(fh 

(*! / 

¥ * ^ 

Wffiii # t!i*' Irdi'griitiiifiHvaritthlts i«t. 

F«»rrn«d ifilt, mi laisgrs i < tn int. Bodoirkt man aber 
fincli, xir, i Ih gbirh Null int, wtuin # >• t iet, so kann 

iniiii «i«ii 'lli*^il Intugritk vcm F r~-f, bin •"-4 weglasKci), 
tiuci prlialt 

Clf>l « \ ‘ f i 


Kn iht al«r imrii (12) 

f'XU\l ») X 

r! '•H'ja 

ttiitl ttt*niiiaidi «rit«bfc nkdi aus (If)} 


fT I ui it--9) 


t a I' ir 


(i - -al#’. 


Verification des Resultates. 

llm diti Clretixtibirginge, dnroh die wir m der Formel ( 16 ) 
geliiiifi iiod, idlii strong «i richtfsrtigen, waren weitlaufige Be- 
twiAtnuiiin ttOtliw®iidig» die wir umgeheii kdnnen, wenn wir 



nachtraglicli zeigen, (lass die gcfu^{h*tH^ Furiacd alien uii 
Function u gestellten Forderungi'.n, namlich dcr Idll’crciiti 
gleiclmng (1) unci den Nebenbedingungt'n {4j, (."») iii 40 j 
niigt, durch die ja, wie wir wisseii, di(! Kunctifui u fimbnitig 1 
stimmt ist. 

Um zunachst naclizuweisen, dans dit; Ditrernitialgleichuiig 1 
beiriedigt ist, haben wir die Formed (1(1) narli i m diden'iitiin 
Hierbei Icann das Glied, welches von dcr Diflbnaitiaticni nmdi t; 
oberen Grenze lierrubrt, wegbleibcm, weil 

e (r - a 

fur -O' = i verschwindet. 

Es ergiebt sich also durch einfaclie llechmnig 


^ ^ UaHi - ftj 2/ 

Denselben Ausdruek findet man iiber aurli aitfi U«| §. ^ 

fiir a2durch zweimalige Differentiation natth x. Ks mi ah 

die Differentialgleichung (1) befriedigt 

Um auch die Erfullung der Nebenbedirigungen titicdi/.uweitie 
geben wir dem Ausdruek u noch eine anderi^ (lestjilt, dio atm 
an sich von Interesse ist, indem wir in dem Integral idne mni 
Variable substituiren. Wir seteen niimlich 


und finden 


2a'l/i — ’ 




4 a* a* 


(t #)-’*/» lit 


(ii 


woraus man unmittelbar sieht, dms die 
vongen Paragraphen befriedigt sind. 


#wg«n (4), (5j d© 









i*»‘ r Uf (Hn'.r flacheu t e* jii ptsra t u r. 


OiHTflarhfntnujH'rutnr ist cinei periodiHchi'. Function 
ilcr AnwriiiluiiK nuf tlic. KrtUfUipfratur. 

Man kaiiit tiii* Aul'f^alu*, luit dcr hicli tlic Ifcitlcn Itd/.ltui Para- 
graplnu , utK-h nuf fine zwtsiltt Art. angrtuftui, die 

siidi dami cmpiii’hlt, ucini die 'reiuperalui' tier Oher- 

tidtdie I'ini* perittdi'»ehe Functitiu tlttr Zeii ihl. 

Iia :in liaheii ttir die particulareu Int(‘grnle 
1 1) t' “ r * sin 

/.ntu .\iiHKftH|.£HpunU I'eiitiiuiueii, iUiil tlicKi* laHHeii nich viu’einigen 
d»*r esiicn I’liriuel 
f'ij r •* 

Nun neiiiigi dicker Aiwtlruck tier Diflereidialgleiehung ,'l(> 
(Ij fiucli diinti inudi^ wwin tier Factor vtm t iiu FxponentiM) 
iniagiiiar smiienttitimen wirtl, wtulurch (2) in eint? ptiriotliHclie 
Fniirtion %!»« I uUerselit. Setzini wir alno 


so I'rliitllttii »'ir Ilk pitrtiindttrtrt IntcKral 

Neliiiiwt wir Inertoii »lei» reidlon Tlnnl, untl ftlgen iitirh idtHUi 
fonfil»ttP»n Fiirttir Idii/.ii, cirliidlfni wir iiin partiruliircs Inlngral 
tier Wiirinegleicltiiiig III tier lAirm 


riii (»i 


Die Tiwiperiiliir iler tllii'rflitdifi s 0 i»fc liisr piriotliwchfi 
Ftitirtioif fMfi I; 

(41 f 

bed il«r 4t# wiittlfirti T«fii|>p»tur o kt, wihrtmd i V tia« 
Maxiftnini iiiid dm Miftitittiii iiiict. Dl« P®riml« lit 


Wir fciiiifipn tti«r aticli tieii Oiitiai tinrcli dan Hiniw ©wtitein, 
mil mium fprl^img ili« Aifiwgtpiiitktiw tkr Zait glaicli- 
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Seclister Abschnitt. 


§• 42. 


bedeutend ist, und kdnnen mebrere verschiedene Werthe von 
n und G nebmen. Die so gewonnenen verschiedenen Ausdrlicke 
von u kann man addiren nnd erhalt so Ldsungen fiir compli- 
cirtere periodiscbe Temperaturfunctionen an der Oberflacbe. Man 
kann sogar durcb Anwendung der Fourier’schen Reibe einen 
vdllknTlicben Anfangszustand beriicksicbtigen oder mebrere ver- 
scbiedenartige Perioden superponiren. 

Wir kdnnen diese Formeln naberungsweise auf die Tempe- 
ratnr der Erde anwenden, wenn wir ein niclit zu grosses Stuck 
der Erdoberflacbe als eben und die Temperatur dieses Ober- 
flachenstiickes als vom Ort unabhangig betracliten. Es ist danii 
X die Tiefe unter der Oberflacbe und die Oberfiacbentemperatnr 
ist im Laufe eines Tages und eines Jahres periodiscben Ver- 
anderungen unterworfen. Es kann dann T entweder die Jabres- 
lange oder die Tageslange bedeuten. • 

Die Formel (3) zeigt, dass die Temperatur u in jeder Tiefe 
dieselbe Periode T bat, dass aber die Amplitude, d. b. der Unter- 
scbied zwischen dem Maximum und dem Minimum nacb der Tiefe 
bin abnimmt, und zwar im geometriscben Verlialtniss, wenn die 
Tiefe im aritbmetischen Verbaltniss wacbst. Es werden also in 
einer gewissen Tiefe, die von der Leitfahigkeit und von der Lange 
der Periode abbangig ist, die Temperaturschwankungen nicbt 
mehr merklicb sein. 

Ein Maximum der Function u findet statt, wenn 

t = - 2m X 

y 2 a^n 

und m eine gauze Zahl ist, und man siebt also, dass sicb die 
Maxima mit der Gescbwindigkeit 



in die Tiefe fortpflanzen, dabei aber an Starke verlieren. Diese 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit wacbst, wenn die Periode abnimmt. 
Die Tages-Maxima pflanzen sicb also scbneller fort als die Jabres- 
Maxima i). 


W. Th-Oitisoii, On the xeduction of observations of underground, 
temperature. On the secular cooling of the earth. Mathem. and phys'. 
papers vol. III. 












\ H‘h uU" Im' tiled IdiHii 


4a, 


mil 


4:1. 

\’rr«4l»*!»'linu,!4 tier hfiden 


Wir lutldii aul' dint Aufaji'^s/ustuntl koiu(» RiUtksic.ht 

aflittliillH’ll. Itte l uruH'l (:i| 42 ist cinciu iKiHlimtntcn 

(1, I 

\\u!li‘u wir (las i’rttblciu tur (*inrui heliclii^nn An- 
faiigNZustnml li'tscij, Ml lialnai wir nurii citit* 'rcinpcrul.iirvt'i'lluMliuiiJf 
liiu7.ii/uf>i|^«*!», le t ti« r «i(*r UdaujjH/ai'.taiitl liclitiliiij; uiitl die 'INaupa- 
rntiir ;tH d»*r<Hii*ri!ucln‘ • ti ist, di(‘ wir naeh §. .'17 linden kdnntui. 

Wir ••rlialtfni stt uaeh -12 (:i| und .'17 (1) (une 'rcinpe- 
nitur%erliie!hin|,j, wemt wir I Hct/.eii: 


(21 


t ' 

H . #• * S >■' ( ft f 1 . 

' ) '1 a - / 

• i in s i' t<s I n'-’ 

■'i I #(«l( r- r ) (la, 

2 « I JT I » ^ 


dir d»»r <dierlktr|i«*ii}*«atiiigiin|j 


(.1| f( vt}Hnt, 

smd der AiifiiniiHiwdingHiiii 

1 1 ' II 

(4) «» #’ ' ^ »‘«H 1 .r -|* 0{x} 

Heiiiigt, w«fi« #i,ri eim* willkiirlieh** Funrlitui i«t. 

Mini ''Mit iiieriitiH, daw dt*r Kinthiw den AnfiingH/.UKifintle8 
riiit lii’r Z«dt, fmlit'b s**l»r liit}g*witi, furicdiwindet, untl dn«M tliti 
Wiirifpdiewrguiiii liirli luelir tnid iiiehr eiriem rtdn piirjodwehen 
Vorurtiin niilirii, diT m (tli de^ fcirigi’U Pfimgrnphtni ditrgrMtidlt 
i»(L Holt dn* AfifiifigitniijHTfitiir n «tnti, w» liiiben wir 


(.71 


0(11 


t 



n 

:t 

* 


til Fur Atinuliiiir liiwt nlvh mIht riin Funnlitm u 

aijirli wicli »l«»r Mrlliwt** il«»r §§. 4 «, 41 beititnmrn, und e« ist vcni 
Iritertt€s»% /.« tiTgl»*ie.hi*ii. Wir nrlmllon iiach 

tier Ff»rifii»l (‘i|t 41 , wir tluriit fil) VAunnt netwn: 
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§• 


00 

3= j* COS n 


d 


2 ^ f 

cosni 6““ cos j —- a oc 

J 4a2oc2 


, 2 . ^ f . nx'^ ^ 

-1—== smnt e-“ sm — — ■ dec. 

J 4tt2oc^ 


Hier besteht jedesGlied aus einem periodischen Factor cosn^, 
s'mnt, und aus einem nicht periodisclien Factor, der sich mit 
wachsender Zeit einer bestimmten von t unabhangigen Grenze 
nahert. Diese findet man, wenn man in den Integralen die 
untere Grenze gleich Null setzt, unci so erbalt man den rein 
periodisclien Zustand, der sich einstellt, wenn der Anfangszustand 
nicht mehr merklich ist: 

/rrN 2 . f 

(7) u == - 1 = cosni e”“ cos - - - - doc 

^ ^ i/jt . J 

' 0 

1 2 . f J . nx^ J 

-\—;= sm w i e-“ sin -■■ ■ - „ d cc. 

J 4u20C2 

Dies muss aber nach der Formel (2) mit 
e ^cos (nt — 


ubereinstimmen, und man erhalt daraus zwei bestimmte Integrals, 
namlich,. wenn man zur Abkiirzung 


00 

j e-“" cos da z= e-p cos_p, 


sin doc =1 e~p sinp. 


(8) 











Hr|,'r. ii,-ujsi.< iluis'li /w«*i jittralli'lf 


§. 41. 




M;oi s’rljalt Imu-uhiIh atifli durrh Trrimuiig duH msllt'ii 
v«mi iuv.iiim-.n-vu riu'il uuh tlcm Intci'nd Ud. 1 , ^.12 ( 6 j, Wfuin 
luiin durf 2 Y ^ /' uiid p rtndl and poKitiv an~ 

iiiitinit. Idi? tlin'Nf s \ iTlahrms kunu man diindi dia 

Siit/.i* aiif rniiqdaxcm Wcgc laudiweiHcai. 


-n. 

Hri,»r**It/1!a!.t dtirrli /wri parullj*lt* MIh'iums. 

Wir \irh*'U /n rinciu K«*rpi*r Uhrr. tlar van {lariillelari 

j" and « i' l»ri,;rru/.t wird, I Hi* 'I't'iiiiHfral-ur Htdl 
aar r«»!» drr .r4filduirjt'ra. jiltat in nllrn I'unkian (‘iiiar 
itir rrrhltttijkh-fj-n Kluatu iiirsrlbr stdii. 

Alli'lJiilir Jrt/,f ; 

Ilia Ftllpiirii fi i«) lu lirsfiltiliwn, ditW KJI* tlif* jmrlitdlo Dillr- 
raiitiiilglairliiinn 


arfillln tiinl lita N«*|jriil»»Hlingn!i|>(ni 


Cii 

M 

/ (,r i 

fur i 

u, 

( 3 | 

M 

f 

» 

- », 

(■<1 

ti 

«*ff| 


■ t\ 


Wir lw**ii «lir */.i*rla||utig in nndiriir** «‘inlacdn*rt\ 

iridfiti «’ir #f 

« ti| i li, 'i 111, 

Mj. I 4 -, iilpl 11, dr-r |wrlifdirii IliilWiaifialRkdrhutig ( 1 ) gW" 

IIMHIfll. HiP Ki’lirlilirsllflpllllfiat wif fcdgwnljTimiswMt’n s 

Itif I ■■ II fij /Id'k «1 Ik W .1 Ik 

*, X il ft, iii ttj 0 , 

r 111 II, 11, (I Mt ' 

iHa 11^ iiimI fi^ «i!iil tiit’lit Wttsnntlkdi vein inri- 

iiinlrr vpr«'liiip|pfi, linlirn wir di»« Fmiidiitii ii, nllgunnau gn- 
fiiiwiiii, «! i%t tiitr r .r «latl x ntid «tfitt qaff) zti 

tifii «i •flai*R**ii, 
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§. 45 . 

Gegebener Anfangszustand. Oberflachenteraperatur 

Null. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie de 
partiellen Differentialgleichung 


geniige und die Bedingungen erfiille 

(2) u = f(x) fiir ^ = 0, 

(3) u — 0 „ a: = 0, 

(4) u = 0 „ oc = c. 

Fine particulare Losung der partiellen Differentialgleichung 
(1) ist (§. 36) 

Diese befriedigt zugleich die Bedingung (3), Damit auch 
die Gleichung (4) erfiillt werde, haben wir, wenn n eine ganze 
Zahl bedeutet, ac — nit zu setzen. Multipliciren wir dann mit 
einer vorlaufig noch unbestimmten Constanten setzen der Reihe 
nach w = 1, 2, 3, . . . und summiren, so erhalten wir die allge- 
meine Losung 


2 a 


c2 


. nit 
sin — X. 
c 


Die Coefficienten miissen noch so bestimmt werden, dass die Be¬ 
dingung (2) erfiillt werde. Zu dem Ende entwickeln wir f {x') 
nach Bd. I, §. 33 in die unendliche Reihe 


C 

= -^ I /(a) sin ^ ce. 


Wir haben also die Losung 


00 ^ 

(1) u = — N e v c./ sin- f(cc) sin- d cc. 











Constante Oberflachentemperatur. 
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Die Eeihe convergirt sehr rasch, weil mit wachsendem n die 
Exponentialgrdsse rasch abnimmt. Mit zunehmender Zeit wird 
u immer kleiner and flir t = co haben wir m = 0. Dann ist 
also die Temperatar constant and llbereinstimmend mit der 
Temperatar der Oberflache. 


Anfangstemperatar Nall. Constante Oberflacben- 
temperataren. 

Aafgabe. Die Fanction u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleicliang 

0) dt ~ dx'‘ 


Geniige leiste and den Bediugangen 


(2) 

u = 0 

II 

o 

(3) 

u — 0 

„ 'X — 0, 

(4) 

u = y 

„ X — c, 


worin y eine Constante ist. Die Gleicliangen (1), (3), (4) be- 
friedigen die Fanction 


V 

u ■= — X. 

c 


Soil aach die Gleichang (2) erfiillt werden, so haben wir zu 
diesem Werthe von u noch einen Beitrag hinzuzufugen, der eihe 
Losung der partiellen Differentialgleichung (1) ist, fiir a; = 0 and 

V 

a; == c zu Nall wird and fiir i = 0 den Werth- x annimmt. 

c 

Dieser Beitrag ergiebt sich aas dem vorigen Paragraphen, wenn 

wir dort f(x) — — - x setzen. Dadarch erhalten wir 
c 

c 

2 ^ . n%x f y . nna . 

-> e V c j sin- — a sin- a a. 

C ^ c ] c c 

M = 1 0 

Es ist aber 


04 sin-a 04 =-cos mt = (— 1)’ 

C VhTt 


Eiemann-Weber, Partielle Differontialgleicliungon. 11. 
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§. 47. 


Dadurch geht cler vorige Ausdruck iiber in 
jt n 

n~l 

und wir erhalten als Ldsung unserer Aufgabe 


( 11 ) 


+!i:^ 


i)» 



* sin 


n7cx\ 

~7~ J' 


Dass diese Function u der partiellen Differentialgleichung (1) 
und den Bedingungen (3) und (4) geniigt, erkennt man ohne 
Weiteres. Fiir t = 0 wird aber aucli die Bedingnng ( 2 ) erfiillt. 
Denn es ist nach Bd. I, §. 34 (1) 


2 ” 1)** . nnx 

— > i-— sin- 

7 t n c 

n = 1 


7 t OC 

wie man leicht sieht, wenn man dort statt x schreibt. Diese 
Entwickelung ist giiltig filr c>a:^0. Wir erhalten also fiir 


It 



X 

c 


= 0 . 


§. 47. 

Oberflachentemperatur gegebene Function der Zeit. 


Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, 
partiellen Differentialgleichung 


( 1 ) 



02 U 


dass sie der 


und den Nebenbedingungen 


( 2 ) 

w = 0 

fiir t = 

0 , 

(3) 

w = 0 


0 

(4) 

=: 9 ; (;{) 

„ a; = 

c 


geniigt. Wir konnen hier denselben Weg einschlagen, wie bei 
dem analogen Problem in §. 40, indem wir die Temperatur an 
der Oberflache sich zunachst nicht stetig, sondern in Intervallen 
unstetig andern lassen. Wir nehmen wieder die festen Zeit- 
punkte 

0 , ^ 1 , 4 , . . ., . . . 
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und die IiitJTViillo ^ j — z,., uiid bestimmen die Function 

Ui so, tUiHs fiir x r— c 


( 0 ) 


■' ** fiir Z < ty und t >■ ty + i 
9 ^^) » Z. <; Z < 

wilhreiul ITir .r — () imiiuu’ — () sedu soli. 

Es ist daiiu 


It ”■ K(| -j “I™ Ufi^i 

eiiif Eunetiou, die hc langa Z • . Z„ ist, don Jiodinguugon (1), (2), 
{lij, (4) goniigl, niit dm* nUlim'em BoHtimmiing, dass (p(t) in dem 
intorvall r» ronhtant ^(Z,} int. Nun dediniren wir oino Func¬ 
tion |(.r, Z) durch folgoiub' BoHtinuming: 


S ^ 4 

( t I 


If-r, Z| 
llA Z) 


t) 

s 


liir Z 


■ V^' 


ir 




^»n 


^ . m%x 

sill — 

c 


fllrZ>>0. 


Dio recdito Soite ditwor Eomel goht fiir Z 0 stotig in 
Nall iiljm* iiiiil fcdglich i«t. fiir jodos x s^wisclion 0 und 

c idiio stotigo Eanetion von Z, und ebonso ist fiir j odes 

rmistiinlo I »*iiio Htetige Eunrtion von x, Kb ini abor ;^(c, t) oino 
luwtotigo Function von Z, din lad Z r— {> pldtzlicli von 0 zu 1 
iiborgidit. Da iti\ t) auMNordeim dor DjUbrontialgbdclmng (1) go- 
niigt, M* gmiilgt dit‘ Function 


i HJ «» ' fp (Z») 1 1 Or, Z -- Z D — % {j\ I --Zv f 0 j 

fliJti goiteliDai Fordnrarigmi. Ilioruanb orgioht sidi Hir Z < 


«1 



* 0 
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§. 48. 


setzt, so folgt: 

( 11 ) u == 


C 2 


S (- 1 )’ 


msin 


mux 



(f —r) 


(p (t) d X. 


§• 48. 

V erification. 


Der Ausdruck, den wir zuletzt fiir die Function u erhalten 
haben, zeigt leicht, dass die Bedingungen (1), (2), (3) in §. 47 
befriedigt sind. Man sieht aber nicht unmittelbar, dass aucb (4) 
erfiillt ist, d. h. dass u inv x — c m cp(t) iibergebt. Damit 
biingt zusammen, dass der Ausdruck (11) (§. 47) nur bedingt con¬ 
vergent ist, und also iiberhaupt scblecht convergirt, und um beiden 
Uebelstanden abzuhelfen, ist eine Transformation erforderlich. 

Scbreiben wir den Ausdruck zunachst so 


( 1 ) 


u = 


c 2 


I 

J 9{r)dx 2 (- 


. m%x 

I)*” msin- e 


— a 2 ^ 






so haben wir unter dem Integralzeichen eine unendliche Keihe 
stehen, die aus der Theorie der Theta-Functionen bekannt ist, 
und auf die man die Transformationstheorie der Theta-Functionen 
anwenden kann. Wir diirfen aber hier von dieser allgemeinen 
Theorie keinen Gebrauch machen, und wollen daher die Um- 
formuLg direct herleiten. 

Wir gehen dabei aus von dem Integral Bd. I, §. 61 (6), das 
wir auch so darstellen konnen: 


+ “ j_ 

(2) + d Ci == 1 /— e , 

— CO ^ 


da der imaginare Theil auf der liuiken Seite verschwindet. Hierin 
soil w eine ganze Zahl bedeuten. Das Integral auf der linken 
Seite lasst sich in eine Summe zerlegen: 


+ ® 


2 w “I” 1 

2 j £?ce 













§. 48. 


Verification. 
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Oder, wenn man 2n (x, fiir a setzt 


+ oo jr/ /— 

2 J Q-${in + af-+mia7i 


e . 


Dies multipliciren wir mit und nehmen die Summe 

Tiber alle ganzzahligen w, also 


+ CO + CO n 

2 S j- 

= — CO m = — 00 

/IS 

» “*• -Ml. !=r- 


g—p(2« + a)2 + m7z;t(a —y) _ 


+ “0 m2 TT® 


Auf der linken Seite lasst sich nun die Summation in Bezug 
auf m ausfiihren, und es ergiebt sich nach der Fourier’schen 
Beihe (Bd. I, §. 33 B) 


/ + “ 

l/f 2 


,00 

1 —«-:- mniy 

g—j)(2M + y)2 _ — Q ip 


Hierin ist die rechte Seite gleich 

^ <D wfi-Tfi 

—® coswjr^, 

m = l 

und wenn man also nach t/ differentiirt: 

(5) 2 (2n+ ^ me ^p sinmict/. 

Der Ausdruck rechts geht aber in die in (1) vorkommende 
Summe iiber, wenn man 


^ 4 (i — t) 

setzt, und es ergiebt sich, wenn wir der Einfachheit halber y 


beibebalten: 


c2(2M + y)2 


(8) M = —V f * 2 (2« + !/)« (it 

2 ay 71 i n = — co 


Oder endlich: 


118 


Sechster Abschnitt. 


2a'^ 7t 


q)(t)(t — r) ^ ye dt 




0^(2 n J- J/)® 
y'^ Q 4ft2(i— t) 


c2(2«— y)^ 1 
4a2(!— r) I 


— (2n — y)e ^“^('—0 | dr. 

Das erste Glied formen wir noch urn durch die Substitution 


cy 

a = - r= 

2 a yt—t 

wodurch man erhalt: 


00 

-tM 


= —t) ^ dt. 


^2 y2 \ 


t 

c^(2 n — 1 /)*^ "I 

— (2n — y)e ^‘^^(*—'^'>\dt. 


_ » 4- 

g 4«^(< — T) 


Hierin ist nun sofort zu sehen, dass das zweite Glied der 
rechten Seite fiir y = 0 verschwindet, und dass das erste in 
(p (t) iibergelit. Die unendliche Reihe, die in dem zweiten Integral 
noch vorkommt, ist fiir jeden im Integrationsbereiche vorkom- 
menden Werth Yon t unbedingt convergenti). 


§• 49. 

Vordringen des Frostes. 

Wir wollen bier noch ein Beispiel fiir eine andere Art der 
Grenzbedingungen betrachten, das einerseits wegen seiner An- 
wendung auf wirkliche Vorgange, andererseits wegen der damit 
verbundenen mathematisohen Schwierigkeit von Interesse ist. 

Vergl. Schlafli, Ueber diepartielleDifferentialgleichung —^ ^ 

( 1870 ). Crelle’s Journal, Bd. 72 . 












V«iI'llriijgtui ilcK 


Ill) 


§. *)'>»• 


Ks hmidfU sic'h utn tlan (ioHtite des Kinilrin|:fnns duB Frontas 
odar Huch den Aufthuuans iu diu foucdtic* Frd<’ odor in cine 

sti'liandc Wnhsi*rmassi‘. 

Kh iHt aus liar 1‘hy.sik bakunnt, dann bid dar Umwatidliing 
1 ‘inar llawirlttKididu'it Kis van dar'ri‘ini)(*ratnr o (5rad in WaBKer 
van dar gbiahan 'IVniinTutur ainn f^awissi' Wilrnu'niangc vor- 
bruuaht wink die man dia. latante* Wilnna udar die. Sadunals!:- 
wiirina iiamit. Wird muj^akalirl das WuKsar in His von diT 
glaii'ln-n Tanqu-ratur var\vand«*lt, so ^vil‘d dia glaia.hi'. Warnia- 
manga wiailrr gi'Wnnnaii. Ks i^t hIhu duH Salmudzmj dan Fison 
aln idna Arbait^laihtung m batraalilmi. DiaHa Wiiriuainanga 
ist aina dam Was-ar aiganthiunliaha [msitiva ('onKianta, dia wir 
mit A }»a/.f*iahnan wollan *j, 

Wir dajdo n ims idisa unbagraiii'ti* Fd»ana bai ;r ■ - I), und 
raahljan x in dan ImiiTi* ilar gafriiTandau Masna liinain pusitiv, 
so dasK J' dia Tirfa batlntti'f. llai x 0 nniga i-ina gagaliane 
untar (lafriiTpunkt liaganda 'I'aiuparalur (\ litjn'Kahan. 
In tinajtdlialsar I'iata wi liia 1’amparatnr f 'l Rlaialdulls gagabari 
und tlliar dam Ciafriarpunkt. Von Ht‘wagungim dm* .MuHHcn ini 
Innaraii dar Fliiiihijikait und von X’olunumfindarungan Halian wir ab, 
Dar Froit wd /.ur Zait t bw x |,' vorgi'drungan. und das Wohanl- 
licln* uiiiarar Aufgaba i'4. | nU Function von I y.n baHtinnnou, 

Wir brzeirliiian die 'ramperatur iin Fisa mil «j, in dam 
ncjcli niabt gafroranan 'rbadc mit iig. I’dianso miigcu n,, «y dia. 
Tt!«fpariit.ijr»Laituii|?Mt<Hdliriantcii, /«■,, die Wiirmclcilfiibigkailan 
in biddtni Tli«ili*ri wdn. dia wir nk CmiHfantan unnobnicni. 

Dai X I iiarrscht ilia Ti-mparaiur Null, uml wiitin | im 
Z.aitalanifuit dt Hill il| wiiali'^l, »o IhI ill dam iibar dor Fllic'hen- 
oinlieit, slafp’iidi’ii (“ilmdar von dor fldho i/| nina Wllrmmmmgc 
IF, iVai giwordon, dia, waiiu mit p die Diebtigkoit btaoicduifet 
wird, diirtdi dia Formrl 

IF, A|idI 

lumlinimt i«t. Dio Wilrriiofnimga, ilio tlemiiilbtm CJylindor in der 
Zeit (It mm klaiiiareii Wartlifui vmi x liar, al«o vm dem berentj 
gafrorerims 1‘lieil her, ^tigolaitol lit, betrigt {§. .1!) ^ 


‘) W«*tin A ill Elwolfiteiti giwwwii wird, so wad naiim Dimatinionan 

fli liH 1, 

d. Ic 1 mi (las C|t«firitfc Oiwtjliwiwiigkaii Dtr Zaldouwartk voji a jin 
r«ftttii»ter.Saetint|«ii»Sjitf‘ni i«t etwa (KekIrftustsh, kntfudMi). 
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und von grdsseren Werthen von a;, also von dem noch fliissigen 
Theil, ist die Warmemenge 


zugeleitet. Da wir nun keine weitere Warmequelle beriick- 
sichtigen wollen, so nanss die Snmme dieser drei Ausdriicke ver- 
schwinden, und daraus ergiebt sicb die an der gefrierenden Flache 
geltende Grenzbedingung: 


( 1 ) 




dui 

dx 


0^2 

dx 


x=i 



Hierzu kommt noch eine zweite Bedingung, die daber rllbrt, 
dass die Temperatur beim Gefrieren des Wassers einen festen 
Werth hat, den man zum Nullpunkt der Therinometerscala 
gewahlt hat: 

( 2 ) = 0 , U 2 = 0 fur X = 

Ausserdem hat man die beiden Hanptgleichungen (§. 32) 


(3) 


0 % 

TT 

0 "lia 


0 x 2 
2 d'^U^ 

0 X 2 


und die Oberflachenbedingungen 


fiir 0 < X < I, 
fiir ^ < X, 


(^ 4 ) tti = Cl fiir X = 0 

(5) ^2 == C'a fiir X = 00. 

Endlich kann noch fiir einen bestimmten Zeitpunkt i = 0 
der Werth von | und Ui im Intervall (0, ^), U 2 im Intervall 
(I, 00 ) als Function des Ortes gegeben sein. 

Die allgemeine Losung dieses Problems ist bis jetzt nicht 
mdglich, weil die Grenzbedingung (1), in der die unbekannte 
Function | vorkommt, nicht hnear ist, man also nicht aus parti- 
cularen Integralen allgemeinere durch Addition ableiten kann. 
Um so beachtenswerther ist aber ein particulares Integral, 
das einer bestimmten Voraussetzung iiber den Anfangszustand 
entspricht. 













§. 4U. Vorilrin|!f{‘n don FroHtos. 

Im §. H7 habon wir geztdgt, dasB, wenn 
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V 3r J 
' 1 ! 

iat, ^>(j‘ '2a\t) (U*r Dillbrtnitiulgbuduuig dor Wilrmcbowogung 
[§. 36, (2)I goiiligt, uiid daHH alao, wonn Ai, JJi, Coii- 

fttanten Hind, die*, Diirc^rcntialgleidiungon (3) durch dio An- 
iiahme 


(6) 


befriedigt sind. 


«i Ai //j C^) 

Wa — da • b /4 (''> 



Nun int din Function (^) (.r/'2 a t) oonataufc, worm 
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und wenn man also noch mit multiplicirt, so ergiebt sicli: 





Hier haben wir also eine transcendente Gleicbnng, aus der 
« za bestimmen ist. Die linke Seite von ( 10 ) wird, wenn 
negativ, positiv ist, negativ unendlich, wenn a = 0 , nnd 
positiv unendlich, wenn a = oo ist, wie man aus den Siitzen 
Tiber die Function 0 (x) [Bd. I, §. 26, (14)] leicht sieht. Es 
giebt also gewiss einen positiven Werth von a, fur den die 
Gleichung ( 10 ) befriedigt ist.- (Der Nacliweis, dass es nicht mehr 
als einen solchen Werth giebt, wiirde eine etwas complicirte 
Untersuchung iiber die Maxima der linken Seite von ( 10 ) noting 
machen.)* 

Hat man a gefunden, so ergiebt sich und B 2 aus ( 9 ) 
und Ml, A 2 aus (8). 

Der Anfangszustand ist jetzt nicht mehr beliebig. Aus ( 7 ) 
folgt aber, dass g = 0 ist fiir t = 0 , und aus ( 6 ), dass % con¬ 
stant gleich Mg -j- -Ha = Og ist. Es ist also t = 0 der Augen- 
blick, wo der Frost an der Oberflache eben beginnt, wenn die 
Temperatur der ganzen Wassermasse constant gleich 0^ ist. 

Die Formel (7) zeigt, dass, wie zu erwarten war, das Vor- 
dringen der Frostgrenze mit wachsender Tiefe immer langsamer 
erfolgt. 

Nimmt man Cj positiv, negativ an, so geben die gleichen 
Formeln das Gesetz des Anfthauens 1 ). 


0 Mit dem hier behandelten Problem beschaftigto sich mehrere Ab- 
handlungen von J. Stefan. (Wiener xMonatshefte fiir Mathematik und 
A Si^^’i’igsberichte der Wiener Akademie, 

Bd. 98 Abtheilung Ila, S, 473, 1890.) Franz Neumann hat in semen 
Konipberger V^lesungen bereits am Anfang der sechziger Jahre das 
Problem in der Weise, wie es hier geschehen ist, behandelt. 
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Warmeleitung in der Kugel. 


§• 50. 

Unbegrenztes Medium bei beliebigem Anfangszustand. 

Wir wollen nun die Difierentialgleicbung der Warme- 
bewegung 

( 1 ) — — a'^Au 

auf Polar CO or din aten transformiren, und erhalten nacb derFormel 
Bd. I, §. 42 (11): 

.. Zru _ Jd^ru. 1 ^ i ^ r u\ 

dt ^ \ 0^2 ' r 2 sin-O’ "^r^sin^'B’ dcp^ j 

Hierin -bedeutet r die Entfernung des variablen Punktes von 
einem als Pol dienenden festen Punkt, -O’ die Poldistanz und g? 
das Azimuth. 

Betrachten wir zunachst den Fall, dass die Temperatur nur 
von r, nicht von -O’ und 93 abhangig ist, so wird die Gleichung 
fiir u 



und wenn 

( 4 ) V = rii 

gesetzt wird: 

dv „ d'^v 
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und stimmt also in ihrer Form iiberein mit der Differential- 
gleichung §. 36 (2), die wir im §. 44 f. genau untersucht haben. 
Die Tinabbangige Variable ist bier r, nnd die abhangige Variable 
ist V — ru. Die Variable r ist anf positive Werthe beschrankt, 
nnd V bat der Grenzbedingnng zu genugen 


(6) V — 0 fiir r — 0. 

Die Probleme, die -wir in den §§. 44 bis 48 bebandelt baben, 
lassen sicb also obne Weiteres ancb auf den Fall deuten, dass 
der leitende Korper eine Kugel vom Eadius c ist, so dass den 
Ebenen x ~ 0 und x = c der Kngelmittelpunkt nnd die Kngel- 
oberflacbe entsprecben. Die aufgestellten Formeln stellen dann 
aber nicbt die Temperatur selbst, sondern das r-facbe der Tem- 
peratur dar. 

Wir baben bereits im §. 36 ein particulares Integral der 
Differentialgleicbung (5) kennen gelernt, namlicb: 


(7) 


1 r2 

V = -= e 

ft 


Danacb wird 

u — -;= e 

r 

und dies wird unendlicb fiir r = 0. Wir erbalten aber ein von 
diesem Uebelstande freies, particulares Integral, wenn wir (7) 
nacb r difPerentiiren. Der so gefundene Ausdruck, der mit 
Unterdriickung eines constanten Factors so lautet 



giebt ein particulares Integral der Grleicbung (3): 

(8) u ~ -p= e 

yp 

Hierin setzen wir, indem wir unter x, y, rj, t die Co- 
ordinaten zweier Punkte p und q versteben: 

(9) r = V(^ — + (fj — yy -}- (g — ^) 2 , 

und nun konnen wir aus (8) ein aUgemeineres Integral von (3) 
berleiten, wenn wir mit dt das Volumenelement an der Stelle q 
und mit ^g’oder eine willkurbche Function bezeicbnen: 

















d 0 fin Fliw‘ln‘n*‘l»‘n»tnit (l*‘r ICiiilifilskusnl, ho winl dan llaum* 
okiiH'iit lit rulrdu). Wir Hotwm 

I 


fU) 


^'0’) 


, , <J>,. tl M . 

4 ' * 


Bn dMs ti’in dor .Mi tto!wort h dor Function 0 auf tuner um 
p bRKchritdMuien Kitgtd iiiit diuri liadiua r int, und ea tirgiebt aic.hs 
wcmn 0 im I'wjikto |j sii'lig int 

Cl2) i>ah ' <iv 

I)itdurrh gcdtt flni iihcr in 


(Ft) 

odor, wen II wan 
w*t/,t: 

(H) 


1 


#'(r)c 


r’^ tl r, 


''i rt I # r ] y( 
r "In] t A 

f 

j / A) r " I’hlL 


4 

I 


Wiuin witn hiiiriii i d wot/i, w» I’olfit iiu« (I'i) rnit Bts- 
riutEimg dor Foriiiol; 


r L* {lid. I, §. 12 f7)I 

4 

lilr I Cl 

(16) 11 €» f/, lit 

d. li, ist # dor tier Terti|ifiraturvortli«iliing, 

ufid dtirtdi |I4| i%t itl«i dw Frnlilom disr Warmekitung filr 
©ill Mi’diiiiu lfi?i ulrii'm l»«litd)igen AnfangM- 

iiititaiiil gMii all||«»ttt ifiddit 

Wtillti! Bwti ill iilinlichir Widw? »liii Function (7) latnutzan, 
nu wttrdi ttMiii m dreiiiicdioii liitogrAl gidiingen, wum tier 

Diffcrciitialgltlrlittftg (1) tiiciit iiitdir goailgt (Ehnlich wic* das 
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Potential von Masseii fur eiiien iniiercn Punkt). Es wiirde dies 
also oilier Wilrmebewegung entsprechen, bei dor in jedemVolumen- 
element cine fortwilbrende Warmeentwickeluiig stattiindet i). 

§• 

Der Green’sclie Satz in der Wlirmetheorie. 

Wir konnen das particulare Integral der Warmeglcicbung, 
das ivir iin vorhergeliendcn Paragrapben bcinutzt habon, nocli weiter 
verwerthcn, illinlicli wie die Green’sche Function in der Poten¬ 
tial tbeorie '). 

Wir fliliren einen andercn Anfangspunkt der Zo.it ein, iind 
setzen, indem wir imter -O’ eino beliebigo Grosso (Vcrandcrlicbe) 
vcrstolien, 

( 1 ) — 

was niclits Anderes ist, als die Particularltisung (H) des vorigen 
Paragrapluai, wenn darin i in t — verwandelt wird. Sic ge- 
niigt als Function von ij, It der DilTerentialgleichung 


(^3 

worin jetzt 

(3) 

Nun sei ein 
ilim eino Function 


d'D’ 


(<2 J 




dH 


]_ 4- 

"r '^^2 T" yga 


beliobig begronzter Raum t gegeben und. in 


(4) = u(i, 7], S, 

die der Difiercntialgleiciiung 

(d) 


geniigt, fernor eino Lbsung v der Gloicbung (2): 

(0) p,=- — 


1 . r« 

Die Function u = 4 „ (^8 yj Je~« r)w''~"^ dadfidy 

verscb-winclot fiir t ~ 0 und geniigt der DiForontialgloichutig 

^ = a^Ju -p 
ist 

Vergl. Sommerfeld, Zur aualytisohen Theorie der WErmeloitung, 
Mathomatisclie Aimalcn 45, H. 203 (1894). 
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Siebenter Abscbnitt. 


§. 52. 


zwisclieii den Grenzen 0 und t: 

( 11 ) 


ul dt a^\d O' u-^^do. 


dv 


Hierdurch ist aber, wenn y nncl mitbin v als bekannt 
angenommen wird, die Function Wp ausgedriickt durch den 
Anfangswerth und durch den Oberfiachenwerth von m, und 
dieser Oberfiachenwerth kann eine beliebig gegebene Function 
des Ortes und der Zeit sein. 

Diese Function y leistet uns also fiir das allgemeine Problem 
der Warmebewegung, wenn Anfangstemperatur und Oberfiachen- 
temperatur beliebig gegeben sind, dasselbe, was die Green’sche 
Function fiir die Potentialprobleme leistet. Wenn wir z. B. den 
Fall betrachten, den wir im vorigen Abscbnitt ausfuhrlich dis- 
cutirt haben, dass der Korper durch eine Ebene begreuzt, sonst 
aber unbegrenzt ist, so nehmen wir in Bezug auf diese Ebene 
das Spiegelbild p' von p und bezeichnen mit r' die Entfernung 
(g_, p') ; dann geniigt 

( 12 ) y 7= (t — ' 9 ’)-% e~ 

woraus man z. B. die Besultate des §. 40 leicht wieder herleiten 
kann. 

In ahnlicher Weise kann man die Function y bilden fiir ein 
Polyeder, das von ebenen Flachen begrenzt ist, und die Eigen- 
schaft hat, dass durch wiederholte Spiegelung an den Grenz- 
fiachen der unendliche Kaum einfach ausgefiillt wird, z. B. fiir 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon (auch einige Tetraeder haben 
diese Eigenschaft). 


§. 52. 

Beriicksichtigung der ausseren Leitung. 

Wir wollen uns jetzt noch mit der Warmebewegung in einer 
Kugel unter Beriicksichtigung der ausseren Leitung beschaftigen. 
Die Temperatur der Umgebung setzen wir als constant voraus 
und wahlen sie zum Nullpunkt, Ist dann h die innere, h die 
aussere Leitfahigkeit, die wir bier als Constanten ansehen, so 
haben wir nach §. 33, IV, wenn n die nach innen gerichtete 
Normale bedeutet, die Oberfiachenbedingung fiir die Temperatur u 

( 1 ) = hu 

0 n 
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(;t) ru 

M't/.un, HO I 4 ‘*ld dir lirdiiff^tiiig CJj in fidgcmit! Ulirr: , 

(41 ■ (J fiirr 

Ihtnuuo'li halii'ii wir tin* Funt’ljon n den folgondon Ilculin- 
guiigrit goiiiiiHi /.n brnlimnimi: 
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woriu Fit'l oiiio willknrli<'lso Function ini, die* d(?n Aiifarigh- 
'/.ustaiui utiHdnif'kt. 

Wir wiotlor vuji ilcr 1’u.rliculiirliiKung dor ClhdchunK 1 

itus, dio wir ’^rlion friihor honut/.t hulaui 

(f,j r ‘dn it r, 

dio dio Iliolingung IV hofnrdtgt. Ihiinit luudi din nodingung HI 
diiroli dioH4*n Ausdrurk liofriodigi wordo, juubh I ho gi^wiihlt. 
werdon, dawn «•« dor {Hoirljuiig 

1 I 

(f)} A OOH Ar I ^ ^ sin Iv ““ t) 

gonUgt, Ek tnuHM nko A <dno Wurxol dor tranKooinlontini 
(Hfdfliuntf /fii Hvin. die wir daloT ruiniiclist y.n uniormnduni 
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Siebenter Absohnitt, 


§. 53. 


§. 53. 

Discussion der transcenclenten Gleichung. 

Um die Gleichung (6j, §. 52 etwas einfacher darzustellen, 
setzen wir 

( 1 ) ^c = (p, j — p 

und hetrachten (p als die Unbekannte, p als eine gegebene Con- 
stante. Unsere Gleichung lautet dann 

( 2 ) g) cos g) -|- -P 9 = 0- 

Die Gleichung hat die Wurzel gj == 0. Alle anderen Wur- 
zeln kommen paarweise entgegengesetzt vor. 

Der besondere Fall p ~ 0 erledigt sich unmittelbar, denn 
in diesem Fall geht (2) in 

g) cos 9 = 0 

Tiber und hat also ausser g? = 0 nur die ungeraden Vielfachen 
von zu Wurzeln. Sehen wir also jetzt von diesem Falle ab, 
so ist die Gleichung (2) gleichbedeutend mit der Gleichung 

(3) ^ = tg g) = 0. 

Lassen wir tp von irgend einem ungeraden Vielfachen von 
bis zum nachsten gehen, also etwa 

(4) von fiTC — ~ his fiTC 

2i 2i 

so geht tg g) und mithin 0 von — oo zu -)- oo , und muss also 

a [\ gehen. Es liegt also in jedem 

hue Wurzel von (3). Da wir aus 
) die negativen sofort erhalten, be- 
die Betrachtung positiver Werthe 
• Intervalle (4) in zwei Theile, von 

bis fiTf -j- so dass die Tangente 

zweiten positiv ist. Dann unter- 

ine Wurzel von ^ in dem Intervall 
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§, P. 


fi7{ 

2. I**! p : • u, \ii htigi kmm* Wtirzcl fou 0 iii dom Iiitervall 


H 7t 


. ti ft 


iiiid daranh luli^l 


2 ' 
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^ 2 
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& filw 
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g«t gmplitirli furaiwdistiliciiiu^ wciin roin nls tariablo kh~ 
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§. 53. 


scisse in einem rechtwinkeligen Coordinatensystem ansieht nnd 
die zwei Linien 

(5) tg 9, y = ~^ 

If 

construirt. Die Gleichung (3) ist dann y = Y, und die Wurzeln 
sind also die Abscissen der Scbnittpunkte dieser beiden Linien, 
von denen die zweite eine durch den Nullpunkt gebende Ge- 
rade ist (Fig. 9). 

Fassen wir das Resultat dieser Untersuchung kurz ziisammen, 
so bat sicb also ergeben, dass die transcendente Gleicbung (2) 


Fig. 9. 



unendlicb viele positive Wurzeln bat. Fiir p = 0 siud dies die 
ungeraden Vielfacben von fiir jp >> 0 liegt von den Wurzeln 

Ji 

je eine im 2*®“, 6*®’^ . . . Quadranten und zwar so, dass sie 

7C 

sicb mit wachsender Grosse den ungeraden Vielfacben von — 

jU 

scbnell annabem. 

Ist p ein negativer ecbter Bruch, so liegen die Wurzeln im 
^ten^ 3*®n^ 5*®“ . . . Quadranten und nabern sicb ebenfalls den 

7t 

ungeraden Vielfacben von — • 





IhiCsisHi.sii iUt (Jleichutig, 


§, m. 


iHii 


I)f?r I'Jill p 1 kaun luich tier Bculoutuiig voii p in 

unKemii pliyHiknlisrln.n I’ruliknii nutlit vorkommori. Matlio- 
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k(*itu' Wtirzt‘1 iin ttrston Quudninttni Hogt. 

Dif War/»'lii nich mir uilhwungHwniso bf'rooiinnn, waa 

mit Hillff Bt'r tnu»n**!u»*triHc-h**rt 'I'alVln ziomlioh b'iolit aiiHgnfuhrt 
wi'rdi’Ji kaiin. Ib*i lMi!*‘r, ^Introdnctin in iinalyHin infuiitorinn**, 
tomuK IF ‘*ap* XXIF |trol»lffiia IX, int tlii* Auf^gabcs fur n rr= I 


^ (1 mil Wiir/.«'ln halH*n kaim; auf die Krago nach 

den ftmiplfxtni Wur/.«dit wf*rdf»u wir aitiitor sjuruukktmimoii. Wir 
getoui 1 1 nsul frliidtiui nun (.1) dio (tlnicliung 


Dirnii llltiiriitifig bat dif* VVur/.td | — () und es fragi Hic.b, 
oh sit! nodi itnd«r«« rt'idb* Wnrz«iln hat, Wir bilden z\i 

djrw’W ZwiTki? d«ai IbUrrinilialfjuotit'ntf'ii 

ft S ^ 4 F 

<l{ (ri d #-i)s 

di»r Atisdrwrk vi^mdiwiiabd nur, werm 


ist IH®« trilt iti««alH pin, wimn p ptmitiv ador oin nugativor 
ichter Briirli iit. ttnil in di»!m''.ii Ftillon kann abn !S von Null an 
nur -warlisiiH, K» Imt almi S i«w«t?r 0 ktiinn roelln Wurxol. 
Wfinri diinpgeii |i I i»t, » hat dto (Fbnohung (7) eino, abur 
atieh aar «inis nadlii Wtirml I Ho Funotion S wiichst 

wilktigi and niiiitiit tlMiri fortwahrwnd (bii — «j ab. Ei hat 
alw (fi) eiiiii utiil ittir eitii |Kwilifi,i Wuirel 

lti« (lltdrhung ( 3 ) l«fc diilwr nur in dem Falli jp < — I, 
dir Sr ilfw |ih|Milidiirli« Proldiira tiidii wn Interwan ist, zwoi 
eonjafirti*, rnin iwagiiiEn! Wantdn, Diei war zu orwarten, dorm 
liiit ifiari p xtffiif watihienci tliireb — 1 bindtirabgahon, so drelit 
tkli fli« gpradfl Lifiit unif»r«r Figur 0 um den Nullfmnkt. Bed 
f ss -- I falliin *wei Wtirxidn in diui Worth 0 raiammori, und 
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§. 54. 


§. 54. 

Bestimmung der Coefficienten. 


Wir haben in §. 52 gesehen, dass die Function 


( 1 ) 


Q—ann sinAr, 


wenn A eine Wurzel der transcendenten Gleiclmng 



ist, fur V gesetzt, den Bedingungen I, HI, IV geniigt. Bezeichnen 
wir die positiven Wurzeln dieser Gleichung, der Grosse nach 
geordnet, mit Ag, Ag, . . so geniigt denselben Bedingungen 
auch eine Summe von der Form 


(4) « = 2 sin In r., 

n=l 

worin die An unbestimmte Ooefficienten sind. Es fragt sich, ob 
man diese Coefficienten so bestimmen kann, dass auch noch die 
Bedingung II: 

V = r F{r) fiir t — 0 

befriedigt ist, wenn F(r) eine willkurliche Function von r ist. 
Nach (4) miisste also 

CD 

(5) rF{r) = An sin A„ r 

n=l 


sein. Dies ist eine Entwickelung der Function rF{r) ganz analog 
derFourier’schen. Wir setzen bier die jVIoglicbkeit einer solcben 
Entwickelung fiir die Function r F(t) voraus, und suchen die 
Coefficienten An zu bestimmen. Wir multipliciren beide Seiten 
der Gleichung (5) mit smX^rdr und integriren zwischen den 
Grenzen 0 und c. 

Es ist aber 

(6) sin A„i r sin A,j r = | [cos (A^ — cos (A^ + ^m) j 

und folglich, wenn m von n verschieden ist, 
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Vorausgesetzt ist hier freilicli, dass die Function rF(r) sich 
iiberhaupt in eine Reihe von der Form (5) entwickeln lasst. Dies 
ist flir solche Functionen, die sich in Fourier’sche Reihen ent¬ 
wickeln lassen, mit Benutzung eines Gedankens von Christoffel 
durch Fudzisawa nachgewieseni). 

Wir wollen noch einige Bemerkungen an die gefundenen 
Formeln kniipfen. Aus (4) ergiebt sich fiir die Temperatur u 
selbst die Formel 

( 10 ) u = A, + ^2 • 

Hierin ist l-^c und folglich auch l^r n. Es ist 

aber 

d sin ill r_ ^ K cos — sin Aj r 

dr r ’ 

also negativ, so lange X^r <C. n ist. Demnach nimmt der Factor 
des ersten Gliedes sin X^r!r mit wachsendem r stetig ab, und 
zwar 

A 1 ' sin X-t c X-i P - 

von Ai bis-1— = . = [nach (3)]. 

Es ist ferner, da der Fall j? <; — 1 nicht vorkommt, 


A2C>Jt, 

^ <1 3 

AiC<jt, A2C>-y 

also unter alien Umstanden 


fiir i? < 0, 
fiir i) >> 0, 


^2 ^1 ^ 
folglich ist 


^2 + > - 5 


e “ e . i < e 


und ebenso ergiebt sich aus §. 53, 3., 4. fiir ein grosseres A„ 

0.0 0.0 a2(2M—8) (w—l)jr2« 

<; «-stf-. 

Diese Verhaltnisse nehmen also mit der Zeit sehr rasch ab, 
und wenn also der Bruch 


D Ueber eine in der Warmeleitungstheorie auftretende, nach den 
"Wurzela einer transcendenten Gleiohung fortsohreitende Eeihe (Inaugural- 
dissertation der Universitat Strassburg 1886), Journal of the College of 
Science Imperial University, Japan, vol. U. 
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eineii iinw»rii li;it, so wird snlnm tins orsto 

Gliwi dor Uotlio (Uh dici Toni|n'nttur iiiit i^osuiii^inuUjr (kmauig- 
keit ak** 


grsetel wc*r«lon kuniioii. l»ios wird urn mo friiliar e^rlaubt 
sein, klotrifr, boi •sonKt gloicln'ii ViThaU-uiKHoii, dor 
Eaditts c drr ICugol i«t, 

Mit wftrh?»oii«|«‘r /.fit wirti wirh atioh diw orKt.ti (Hied dt‘r 
Greiizt* Null nalioni. ui»d HoliliosHliidi wird di(» giuizo Kugul dio 
Tem|M‘r{itiir drr rmnobujig nuiiohiurii. 

Ks liitT voratiH|*i*«*tzi. (Imn Ai ¥(m Null vorechindou iat. 
Wira J, <», w» wurdo diin mviu* Clltod auHstsldaggeduHid scdn. 
& wtlrdo diifiii iiIm» *iir Tc«»|»eriittir norh w©it acdiiudlor dor 
Graaw' Null 

Wonri dor Iliiiituii r iw Vorgloirh /.ur Lilnge I unendlioh 
wml, dasm gidioii dio Wtirwdii tiur fcrauHnondiuitrui Gltdnhung 
|. §11 (8|, will mu Wirk iitsf dto Fin. !i Itihrt, in diu migoradou Viel- 
facljen fon J,* iilwr. Ftibrt win don Ctrorizl'diorgang aua, so or- 
glibt Micdi di» Liiiiifig «loi l*r«ldfns«, diw wtr im §, B8 auf andora 
Wftiie liidisiiididt lialiitn, 

Dt« Fornitdif, din wir fur clio llontirniwurig d«r Clariitantan dor 
Kntwk'kidimg tnn r itligtdpitnl Eiibwj^ Brkulititi uiir, rdno Fllcko 
M dio ill il**r Idv«»ii>rt dor triiniinindtmton Gkdoliung 

giljliibi‘n lit, iiitnilirh dpti Nacltwpiit m Eilirnn^ tlaii dioHo (Htd- 
ehiing kidiip Wtirj?i‘liii liat hat sich niimlir.h er- 

pheti, diii«, wPiHi 1, r mm Wnradn dor (Hsiohung (2) Hind, 
Mid I* foil I"* fisrutdiiodon iil, irnitnir 

(11) I «l« 1 r silt AV 0. 

m 


Dii*i wiirdf* iiurii nmili gnlliM, wtnn X tmd X' oomplix wiiron. 
Wenti ftbi^r 

I « -I' fii 
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§• 56. 


eine Wurzel, unci es wird 

sin = B Si^ 
sin X'r = It — Si, 

worin R und S reelle Grossen sind. Dann wiirde aber aus (11) 
folgen 

C 

j (G2 -1- = 0, 

0 

was nur mbglicb ist, wenn R und S verschwinden. Es kbnnen 
also coinplexe Wurzeln nicht vorbanden sein. Die Frage der 
rein imaginaren Wurzeln ist bereits oben erledigt. 


§. 55 . 

Warmeleitung in einer Kugel bei gegebenem 
Anfangsz’ustand. 

Wir wollen noch ein auf die Kugel beziigliches allgemeineres 
Problem der Warmeleitung behandeln, das uns ein scbdnes Bei- 
spiel fiir die Anwendung der Kugelfunctionen bietet. Das Pro¬ 
blem besteht darin, dass der Anfangszustand im Inneren der 
Kugel eine gegebene Function F des Ortes, also der drei Ooor- 
dinaten r, 9 ? sei, wahrend die Temperatur der Oberflache 
constant auf Null gehalten wird. 

Es ist dann die Diiferentialgleichung §..50 (2) 

/ ^ 

ni —= I 1 _ 1 

^ dt ^ y'd r sin-O’ dO' ' r sin^-O' 

unter den Bedingungen zu integriren: 

u == 0 fiir r — 1, 

u ^ F~ fiir .< = 0, 

wenn der Einfachbeit balber der Kugelradius = 1 gesetzt wird. 
Wir suchen ein particulares Integral in der Form 

(3) u=TRX, 

worin T nur von t, R nur von r, X von & und (p abbangig sei. 

Setzt man also (3) in (1) ein und dividirt durcb rTRX, 
so ergiebt sicb 









\\ .1 if u{i«.t in tMitt'r 


§.6f». 

(4) 


I mi 


I dT 
T (it 


r-X 


I 

HJII 


f HiH 


a- d'^rli 
r It d r’-* 

( X 


t # 


(• !)• 


1 A 

Kilt'-* ih ru;'*' 


Wir itinrlu'u umi wfiter «li** Amuilmin, tlasB X ciuc. Kugol- 
finietiuji Onlntirti^ st<i, unci also dcr (ilfichuuK 


X 


(6) 


f sin 

1 f 


n(u I 1) X — 0 


I r X 

Kl^|^ Hiun^ f (p^ 

geiiiigt* (IW. 1, IVd f7i|. Datu! gnl.i (4) ubnr in 
I d'i’ d^fil «-»(« \ 1) 

(6j jII f8 ’ 

uml tia <lio ^^lutr clti's«*r tikur.hung niuht mm r, tlio anduro 
nicdit \’im t ahliinigt, «« inliKHiui ladclti gluich cdnur (louataiitim 
— A8«» »lti. Di'idurrli rrgkdit nkli 

dT 

(7) .1, 

d'rli , { wtM I 1) 

(8) » ^1,., 


T. 


A'3 


r It ' (J, 


oiler, wm tiitniielk© ist 

fl^ll , *I ti It 
1/ clr^ f dr 

dr'^ 


I A? 


(W| 


d r 


M {II I I) 


mC'W I IJ 


n 


Din IfitigrftlitJii fl«r (tleichuiig (7) i^rglebt 


0m*i 


( 11 ) 

w6nuM tnuti iclilii'iwt.« claw A'* |K»iltit iidii wawi 
Ztit ftktilitiicii iiiiw. Wiiitn wIr feriwr 

1 f S5 ifi 

letitn^ m erliilt tiift tllricliung 
tdi.rM , I, 


T mit dor 
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Setzt man endlicli nocli 


B = S{x), 


so ergiebt sioh fiir die Function S die Differentialgleicbung 


(18) 


dx^ ' X dx L 




und da B fur a: == 0 nicbt unendlicb werden darf, so muss 8(0) 
verscbwiuden. Die Gleichung (13) hat nun genau die Form der 
Differentialgleicbung fiir die Bessel’schen Functionen [Bel. I, 
§. 69 (12)], nur dass die Ordnungszahl keine ganze Zahl, sondern 
^ _|_ 1/2 ist. Man kann, wie dort, zeigen, dass nur eines der 
beiden particularen Integrale fiir x = 0 endlicb bleibt. Man 
findet einen Ausdruck fiir diese Function geradezu aus der 
Potenzreibe fiir die Bessel’scbe Function Jn(x), wenn man n 
durcb n Vs ersetzt und man erbalt, da es auf einen con- 
stanten Factor nicbt ankommt [Bd. I, §. 68 (3)] 

S(x) = a?" + Vs 2 2.4 ... (2 w + 3 ) (2n^6j7:: (2irf2^;+i) ’ 


ein Ausdruck, von dem man leiebt nacbweist, dass er der Glei¬ 
chung (13) wirklicb geniigt. 

Demnacb wird die Losung der Gleichung (12) 

(14) ■^(^)==^”2'0...2v.(2w+3) (2"w-j-5)...(2n-t-2v-fl)’ 


§. 56. 

Gescblossene Ausdriicke fiir die Function B. 

Wenn man die halbconvergenten Entwickelungen, die wir 
friiber fiir die Bessel’scben Functionen aufgestellt und unter- 
suebt baben, auf diese Functionen iS zu iibertragen sucht, so 
kommt man zu dem merkwiirdigen Resultat, dass diese Reiben 
abbreeben und also gescblossene Ausdriicke fiir diese Functionen 
liefern. Um diese Entwickelungen zu finden, setzen wir in der 
Differentialgleicbung (8), §. 55 

(1) rB == CD, 

wodurch sich fiir 0 die Differentialgleicbung ergiebt 




■«st;h !c»t4fs«'Ur A H »•- 4 r uI»«' ftir 4 it* l*'utu‘tion, 


141 


it /’■* 


I A 


d^h 

(i r 


it (n I 


1) 


0 


1). 


jiul fHi* li AuHtIruck koniiiuin, ho ist 

«4i man liii-r iiarh fullnritlcn cider nach Htcdgondon 
51 r enittirkflt. *riiiin wir das letsutorc; uiid geUou 


0 ■ ' II, r \ 


I M 





0 

X. 

> II. IP - 


f f 


^ ip 

f 

V 

J'l (?l 


I. 


•Ii wird dir liiiki' S»nli! dtir (Hcncdiung (2j 


In |m(m ♦ 1 1 (» — viin V I 1)1 r « ^ 


““'ill V u, (« |I| f-n h f 

» :» 

Mill ii|riili%rli vernriiwiiuliat. lu dc^r cretmi di(*KC!r 
ffii'liwjiidrf alirr dii*c er^le Cilicnl mit v -~s 0, und wir 
lef mirii mil fliir Humrimtitni bed p r”~ 1 Imginnon, 
tiaiitt iti tier nwiiitim Summo p ■ ~ I fUr v, iind bo- 

Idiiitital: 

ll (fi p) in - 1^ f l| r-v(2n V \ 1), 


" i’’f l| I 2 lA tfr-.-..} (>lV-j~ 1)] ~ 0, 


It.— -**'*"'» V 1)’ 

fiiaii ’ I «rtzt, no iirginbt «p.b hioraus! 


C 2iAf 


»c» 1}. 1„LL. . 

... V “{• i) 


iiiilil fi« § i wod fill® bobowm ap ver- 

iiiitl ihw ilijiiittaelt die Ileilie 0, tlio lo dargogtellt 


fiti j 
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N„ n{n—l) ... {n — iz-f-l) 

(4) ® = r-« 2 (- 2ur)' 

nach dem (n -[- Gliede abbricht i). 

Wenn man in der Surame (4) die Reihenfolge der Summa¬ 
tion umkehrt, oder, was dasselbe ist, v durch n — v ersetzt, so 
erbalt man: 

^ ^ 1 ^ (ir —j_ 2^ . ■j'2, 

( 2iX) 2ilr) ^ 

ein Ansdruck, der sicb mit Benutznng des Zeichens JI einfacher 
so darstellen lasst: 

JZH, V (_ 2ar)-' . 

-n(2w) ^ n{n — v)n{v) 

Demnach erhalten wir als particulares Integral [der Diffe- 
rentialgleichung §. 55 (8), wenn wir einen constanten Factor weg- 
lassen: 

(5) Sr = a-i: (- 2a.)-^ 

und das zweite particulare Integral erHalt man, wenn man i mit 
— i vertauscht. 

Man kann diesem Reanltate versckiedene andere Formen 
geben, unter denen wir nocb eine hervorheben wollen: 

Wir setzen in der Differentialgleicbung §.55 (9) 

B — r^Xn 

nnd erhalten daraus die Dift'erentialgleichung fiir Xn'. 

(Q) ' _j_ -f A2 = 0, 

' f dr ' 


Oder wenn man 

( 7 ) X 2 r 2 — 2x 

setzt: 

(S) 2* ^” + (2« + 3)^ + X„ = 0. 

Differentiirt man diese Formel nochmals nach x und setzt 


Poisson, Theorie matbematique de .la chalenr. Nr. 82 (1835). 






tsi*Si»*hln!tsr!ir Asi •«!ruk»■* Suf <ii« Kuuation J{, 
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go fol^t 


ii X, 

ti j’ 


rill ' .'>1 


f/ X. 


X,i " (), 


un«l tIioRo (il»‘i»i}iiiik* g*-!it jtin fhj hiTvor, worm man n (lurch 
n i 1 .-tlhu X„ *-ini‘ I.ummg vmi fs), ho ist ilXn'dx 

eine Liwimi? itif, ttml jlunttH rrgioiit mrh 


( 10 ) 




il X u 

(i j' ' 


urul Oiirdi wit‘4i*rli»»llr Anm-rmlung tlioior Formcl: 


.. X, 

iIj- * 

Fiir XX orliiiltim mir aiw f0| tiiii dlitirhuirig.* 
■ * d XX , . „ 

(III ^ ^1^ -F 13 X, 0, 

and tliii« liluk-liiiiiii i»t l«*friw||gt durch 


tt«d folglsdi prfiidst lirli 

(13) / 


*iil r 


dr'* "r 


wciria r diirrli i'7| iii*s Ftiiirti«n von r hifi^tininifc ist, 

VorwRi'iilidl inmi i in «--i, m% ortiiilt roitn Mowohl aus (12) 
til liiii (4 1 **if« fturlictilaroM Intt'gral imd wir kdniien 

bierwiali di** IWfT«*ft*tiliiilgl#»ifdt{iiig flS (8) durtdi dieso ge- 
«hlo«t*wai Atifclriirko tollfitiiitlig integrirrm. 

Wt»iiii umti in CI*i| i wiit i fiiirtfttwcht uiid dtmn dieSumme 
and dill Iliflkri*iii ilrc Xiwlrikki nimrak, lo erhiilfc man 

will jtarlictikrii Ititfgralu il®r Diffopsntkluliicdiung §. 6f> (8) in 
Ptilff Fofia: 


II, 


fl« c«ilr 
Jm* r ’ 


14 r* 


cl« iin 1 f 
r ’ 


wtt dwiiiti iki iwniif liei dtr Kfitwick^lung mch stoigendcm Pa- 
Itiwii Will r li»# ifiiilifim Patefi7,«n «rfiibfc, wail din lieihe 
Hr silt lr..f fesiiit Pf>t«ii»a tiilhlli 
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§. 57. 


§. 57. 

Integraleigenschaften der Function JR. 

Fiir die Function R gelten gewisse Satze, die wir zur Losung 
unserer Aufgabe nothig haben, die ganz analog sind den Satzen, 
die wir friiher iiber die Bessel’schen Functionen abgeleitet 
haben (Bd. I, §. 79). 

Es seien zunachst X', X” zwei beliebige Grossen und 
B, = B{l'r), B, = B(X"r). 

Dann bestehen nacb §. 55 (10) die Differentialgleicbungen: 


dBi 

dr 

(^^2 — 

n(w -f- l )^ 

)Rir2, 

dr 

r2 y 

d B^ 

dr 

dr 

^^2 — 

n(n 1)> 

r‘2 j 



und wenn man die erste mit B 2 , die zweite mit B^ multiplicirt 
und subtrabirt 

^ ^ - b /^1 . 

Wenn wir diese Formel in Bezug auf r zwiscben den Grenzen 
0 und 1 integriren und mit B' (x) den Differentialquotienten von 
B(x) bezeicbnen, so folgt: 

1 

(1) ^ B{X'r)B{X"r)r‘^dr 

0 

= A" B (X') R' (X") —X'B {X") B' (X'). 

Wenn nun X', X" zweiWurzeln der transcendenten Gleicbung: 

(2) B{X)=zO 

bedeuten, und X'^ — X"^ von Null verschieden ist, so folgt aus (1) 
die erste der gesuchten Relationen: 

1 

(3) I B(X'r) B{X" r)r^ dr = 0, 

0 

woraus man schliessen kann, dass die Gleicbung (2) keine com- 
plexen Wurzeln hab (vergl. §. 54). Dass sie aucb keine rein 







§. 68. 
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Losung des Warmeproblems fiir die Kugel. 

^aginaren Wurzeln haben kann, siebt man unmittelbar aus der 
Keihe (14), §. 55. Dagegen bat sie unendlicb yiele reelle Wurzeln 
von denen bier nur die positiven, denen die negativen gleicb 
und entgegengesetzt sind, beriicksicbtigt zu werden braucben 
Man schliesst dies am einfachsten aus dem Satze §. 25, 4 ., wenn 
man die Differentialgleichung fiir M in der Form §. 55 (12) an- 

nimmt. Da der Coefficient 1 - sobalda;> 

ist, immer positiv bleibt, so bat diese Differentialgleichung nacb 
dem erwabnten Satze oscillatoriscbe Integrate. 

Setzen wir aber zunacbst fiir A" eine Wurzel I der Glei- 
chung (2) und lassen danii X' gleicbfalls in X ubergeben, so er- 
halt man aus (1) durcb Differentiation nacb X': 

1 

( 4 ) 


§. 58. 

Losung des Warmeproblems fiir die Kugel. 

Um nun das in §. 55 gestellte Problem vollstandig zu losen, 
lassen wir n alle ganzen Zablen von Null bis unendlicb durcb- 
laufen, und nehmen zu jedem n die Kugelfunction die 2n~\-l 
willkiirlicbe Constanten enthalt [Bd. I, §. 115 (12)]. Zu jedem 
n nehmen wir die sammtlicben positiven Wurzeln Xn der Glei- 
chung §. 57, (2), und bilden dann die Summe aller particularen 
Integrale §. 55, (3). Dadurcb erbalten wir 

n 

a) „ = E{Xnr)X(-\ 

und hierdurcb ist nicbt nur die Differentialgleichung (1), sondern 
auch die erste der Bedingungen (2), §. 55 befriedigt. Es bleiben 
demnach die Kugelfunctionen X^’*^ so zu bestimmen, dass auch 
die zweite dieser Bedingungen 

< 2 ) 

befriedigt wird. 

Nun kdnnen wir aber nacb Bd. I, §. 112 (4) die Function 
JF fiir ein unbestimmtes r nacb Kugelfunctionen entwickeln: 

Blemann-WelDer, Partielle Differentialgleichiingeii. U. 10 
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(3) 

^ 2 w 4-1 
2^ 4jc 

[f^ Fn {cob y) do 

oder 


V 

yi 

(4) 

F = 


wenn 



(5) 

;^Cn)== 2n4- 1 r 

4aj J 

Fg P„ (cos y) do 


ist. Hierin becleutet y den Winkel zwisclien den beiden Rich- 
tnngen. nach p und nacli q, und do ist das anf der Ricbtung q 
liegende Element der Einbeitskngel. Diese Functionen YW sind 
Kngelfunctionen, in denen die Constanten noch von r abhangig 
sind, und wenn die Function F gegeben ist, baben wir also 
auch die Functionen als gegeben anzusehen. Die Vergleichung 
von (2) und (4) ergiebt nun 

(6) F”) = 2 E{Xnr)X(‘‘% 

und wenn wir mit einem bestimmten R(l„r)r^dr multipliciren 
und von r = 0 bis r = 1 integriren, so erhalten wir nach den 
Integralformeln (3) und (4) §. 57 

1 

(7) I B' (;L„)2 XC") = I R (A« r) dr, 

0 

wodurch auch bestimmt ist. 
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AllRtimaino Theorie der Elastioitat. 


Kriiltr* «n<l inu«‘rt', DruokkriLftc. 

Wir lialirti tHi ^bKchnitt dcH orntou Bandes die 

ge«»mi’tri*«<dii)« KiRiwiwdiaflfis «iBtigor OrtHVorlladenmgon inner- 
hallt inin^ii Hiittriilliia! Ktotig erfullciidun Mutorie betrachtet. 

wir dirw' S»t/js iiwf |it»ysikaliHc*.hn Froblome anwenden, so 
nii’wwti wir iil«» <*iru’ Erfl'dlung doB llaumes voraussetzen, 

wiw di« attiKUBtiHcko A.uscbaumig im Recbte 

iit, drr Wirklirlskidt imr aiig{umli«‘rt witsprudit. 

Vtjrliihiilt M«d dto orwalmton Siltze anwendbar 
a«l Flik^^igkiitfii mid luif ^.liho Substanzen und clastisclio 

Kdrper. 

Vim tiPii gt»»tiwdrwrlP*tt Bt?triKditimgon miissen wir zu dyna- 
rowcht*n , MWi din Bediiiguugan dos Gloicbgowichtes 

und cliT iidtdiwr Hubntetweri unter dom Einlluss von 

Krilften in F«»ri« mm IHtlbrtintiitlglniobungcm aufziistollen. Wir 
begintiiui mil d«ii llndingtitigiui di» (ileicbgowichtes. Wir^ denken 
nm mum !»*irottiteti itewm t atutig init oinem Stotf erMllt, 
dwsifii lliailfl itnd, und dioson nicbtstarron Korpor 

unter di‘in Kinfluw ton Kriften, die theili auf soin Inneres, theils 
auf die Olinrilirdiii wirken, im CMeicligewicbt. Im Inneron rabge 
auf rin idmi Kraffc wirkon, deron Gompo- 

winten hapIi drfti ttirlitwinkilgen Axen mit 
(1) ffIfX, 9d%Y, QdtZ 
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§. 59. 

bezeiclinet werden. Es bedeutet bierin q die Massendichtig- 
keit, und X, F, Z sind dann die auf die Masseneinheit bezogenen 
Kraftcomponenten. 

Gegen die Oberfiaclie 0 von t wirken von anssen angebrachte 
Druckkrafte, und wir bezeichnen die Componenten des gegen ein 
Oberflachenelement do wirkenden Druckes mit 

(2) Xdo, Ydo, Zdo.^ 

so dass X, Y, Z die Componenten des auf die Flacheneinheit 
bezogenen Druckes sind. Dieser aussere Druck stelit natlirlich 
im Allgemeinen nicbt senkrecht auf der Oberflache. 1st Pdo 
die Grosse der Druckkraft, so wird seine Richtung durch 

X = Pcos(P, ^), Y = Pcos(P, y)^ Z = Pcos(P, z) 

bestimmt. Nach W. Voigt bezeichnen wir die X, X, Z als 
aussere Volumkrafte, die X, X, Z als aussere Flaclien- 
krafte^). Die Krafte X, X, X, X, X^ Z denken wir uns ge- 
geben und nennen sie die „ausseren Krafte“. Diesen ausseren 
Kraften wird das Gleichgewicht gehalten durch die „inneren 
Krafte“, die durch die Einwirkung der ausseren Krafte her- 
vorgerufen werden, und einen Spannungszustand erzeugen. 

Um diese inneren Krafte und die allgemeinen Voraussetzungen 
genauer zu charakterisiren, denken wir uns aus dem Raume x 
durch eine beliebige geschlossene Flache lii einen Raum r' ab- 

gegrenzt. Nehmen wir nun, ohne Ver- 
anderung der Krafte X, X, X den 
Theil r" von % hinweg, der ausserhalb 
t' liegt, so werden wir, um das Gleich¬ 
gewicht wieder herzustellen, neue 
Krafte hinzufiigen miissen. Wir wollen 
annehmen, dass das Gleichgewicht 
herstellbar sei durch Flachenkrafte, 
die gegen die Elemente dco der Flache SI 
wirken, und dies sind die inneren oder molecularen Druck¬ 
krafte, die man als die Wirkung des Raumes t" auf t' be- 
trachten kann. 1st v die Richtung der Normale an cZa», von x! 


W. Voigt: Der gegenwartige Stand unserer Kenntnisse derKrystall- 
elastioitat. Referat fiir den internationalen physikalisohen Congress in Paris 
vom 6. bis 12. August 1900. (Gottinger Nachrichten 1900, Heft 3.) 


Fig. 10. 



§. 60. 


Gleichgewichtsbedingungen. 
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nach x’' positiv gerechnet (Fig. 10), so bezeichnen wir den Druck 
gegen das Element dco und seine Componenten mit 

(3) Y\vdcOf Xy d CO, Xydco, Zxidco, 

und dies sind die Krafte, die den ausseren Kraften das Gleich- 

gewicht halten, und die den Spannungszustand charakterisiren. 

Wir machen iiber die inneren Druckkrafte 
die Annahme, dass sie vollstandig bestimmt 
seien durcb den Ort des Elementes dco und 
durcb die Ricbtung v seiner Normalen, dass 
sie also nicbt abbangig sind von der Grosse 
und Gestalt des Raiimes t', wenn dieser Raum 
x' nur so gewahlt wird, dass das Element dco 
an seiner Grenze liegt, und dass die Normals 
V von t' nacb aussen fuhrt. 


§• 60. 

Gleichgewichtsbedingungen. 


Im Zustande des Gleichgewicbtes sind die inneren Druck¬ 
krafte an die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen fiir einen 
starren Korper gebunden; denn denken wir uns den Korper 
x' erstarrt, nachdem er durcb die Druckkrafte (3) und die 
ausseren Krafte (1) ins Gleichgewicht gesetzt ist, so wird da- 
durch ein bestebendes Gleichgewicht nicht gestort. 

Nun bat man aber, wenn an einem System starr mit ein- 
ander verbundener Punkte Krafte angreifen, sechs Bedingungen 
des Gleicbgewichts zu befriedigen, die aus der Statik bekannt 
sind 1). Diese Bedingungen lauten, wenn x, y, z die Coordinaten 
der AngrifFspunkte, X, E, Z die Componenten der Krafte be- 


deuten: 

XX = 0, 
(1) X E = 0, 
XX = 0, 


£{yZ — ;a!E) = 0, 
(2) X(^X —a;X) = 0, 
£{xY — 2 / X) =• 0. 


Die drei Summen (1) sind die Componenten der resul- 
tirenden Kraft, und die Summen (2), wenn die resultirende 


M Man findet diese Bedingungen in jedem Lehrbuohe der Meohanik. 
Nach Lagrange (m4o, analytique) sind sie zuerst von d’Alembert auf- 
gestellt; man vergl. z- B. Schell, Tbeorie der Bewegung und der Krafte, 
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Kraft im Coordinatenanfangspunkt angreift, die Componenten des 
resultirenden Drehungsmomentes. 

In unserem Falle sind die zu beriicksichtigenden Krafte 
einerseits die ausseren Krafte q X, q Y, q Z, andererseits die 
Druckkrafte Xr, Yr, Zv and die Summen werden zu Integralen, 
die sick auf das Volumen t' und auf seine Oberfiacbe er- 
strecken. 

So ergiebt sick aus der ersten Gleickung (1) 

(3) j* ^ X cZ r' -j- j* c? 03 = 0, 

wenn dt' die Volumenelemente von r', dco die Oberflackenele- 
mente von SI durcklauft, und v die nack aussen gericktete Nor- 
male bedeutet. 

Diese Formel wenden wir zunachst an auf einen unendlich 
kleinen Cylinder mit den beiden Endflachen d a und der un¬ 
endlich kleinen Hoke h. 1st dann n die Normale an die Grund- 
flacke da dieses Cylinders, in das Innere des Cylinders positiv 
gerecknet, v die aussere Normale an die Peripherie von da, und 
ds ein Element dieser Peripherie, so ist hda das Volumen des 
Cylinders, und der Ausdruck (3) zerfallt in folgende JBestandtkeile: 

fXhdm + hj X,ds + X„ + ^h\aco, 

und da man hierin h, unabkangig von da, unendlich klein an- 
nehmen kann, so folgt aus (3) 

Oder ® 

(4) X„ = - Z_„, 

und darin kann n jede beliebige Richtung sein. 

Wenn wir den bei dieser Betrachtung benutzten Cylinder 
an die Oberfiacbe des urspriinglick gegebenen Raumes t legen, 

so baben auf der einen Grundfiacke die 
Flackenkrafte die gegebenen Werthe 
§. 59 (2), und wenn wir also die jiach 
aussen gericktete Normale an die Ober- 
flacke 0 von-rmitnbezeichnen (Fig. 11), so 
ist X -)- X_„ = 0 und folglick nack (4) 
(5) X„ = X. 

An der Oberfiacbe also miissen die inneren Druck¬ 
krafte mit den ausseren iibereinstimmen. 













15;-! 


Wir winuhnt frriKT tlii* F<iniu4 C!) aiif uiu uiiciullich 
Tetra«‘«U'i‘ an. tlrMwn .Irri nuf tuuauili'r rtH‘.!iUvinkt>ligi> Kantoii, vow 
(Iff Ffko auH lii'ri-rliurl, mit »{»-u jnisitivc!!i ^ j,.| ^ j., 

Gt>ori!iniit«‘iia\i!iii nind. Ist tl^ die 

llyput<*iiOHi'i)l!»r!n‘ 1‘«*tnit«alrr-*», und v jv 

die li.trli NdwiiiitU* uii dit'so, 

80 fiitid die* dr«d (Fig. I'i): 

<lw, #/c»i{r, XI, <1"''* 

(i Uhf ti i>> OMH I t\ 1/ f , 

e/{*}. ■ 


and dir Eu?i^i'r«'si Nuriiwlnt mi dirsn* jlrri Flilnlion fulksn mit dcr 
nrgittiffsi X, .¥, .-Itirlilutig /iHmiiiuni. Du nun liiur wioder, wruu 
man din 1’rtrin‘drr nnrndlirh klrin wrrdrn liisHt, die iluHHore 
Kmft /f A'dr al« iiiit Vultmn*n prcsportioual uncndlich klein 
v«m hiihrrrr Onlmitig wird, «» orgiidit sirh aiw (H) mit Bonut/.iuig 
fon (4) 

(0) Xt ■ X, rwfifi*. .r| I roii{r,//) | Kg I'on js). 

Diuftr Fcmrnid iliw Xt, A',, X, die {kimimnoutcn cdiiuH 

VeetoiK K hitid, ijiirli rinrr ludiidiigeu liicditiuig v geiiotn- 

meno AA i'4, titid wmm insui duhcw auf daH Fliudicm- 

iritegnil in Dl| d«’ii Ctsin«iH'Hrhru luts'gmlHatz aiiwendet (Bd. 1, 
811), w» f»l«t 


(7) ' H» X -I i!ivA'|dr* 0. 


Dlwt! Fortitfl iiiiifcs null fitr jrdrn Indirldgtm Ilaumthcil r' des 
uwprtitiglirlfrii lii-i»srti« r gidtrit, iind dirg fUhrt ii?u don in jo.dom 
Pttiikti! foil f giillipm ItwIiiiMungrn deg (ileiahgowichtH: 

(8) f A* ? ttiv A U. 

IHrs*» I Irlniriitiifig gilt iiwrh filr dir balden luidoron Cornpo- 
ttonteti, mid w» rrliiilt wan «tii (0) <lrri (ileiobungon; 

Xf X^mn(pg') I A"^ rrw(o|/) + X Cfl8(v^), 

(8) Yp-- V^cimivy) f- Xoo8(v^), 

Zp Z^ttmiPi,} I X <’*^^(*^1/) i“ X co«(vi'}. 

Dir. CJIeir.hiittgrti f»| iieh ixplidta m darntollen: 
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Achter Absclmitt. 


„ , 0 Xx I 0 X^V I 0 Xz ^ 

nax I 8^* I 

(10) «'^ + -0F + TF + ^“°’ 

/jr I ^ Xx I dXy , d Xz „ 

und aus (5) erhalt man die Oberflachenbedingungen 

Xx cos (n x) -f- Xy cos (n y) -1- Xz cos (n 0 ) = X, 

(11) Yx cos{nx) -f- Yy CO& {ny) + Yz cos (n^) = Y] 

Zx cos (n x) -|- Zy cos (n ij) -f- Zg cos {n 0 ) = 

worin n die nacb a ns sen gerichtete Normale bedentet. 

Es bleiben fur das Gleicbgewicht noch die Bedingungen (2) 
zu berilcksichtigen. Die erste von ibnen ergiebt filr unseren Fall 

(12) \^Q{yZ~0Y)dz' Y-^{yXv — sY,)dGi = 0. 

Es folgt aber aus (9), dass die drei Grossen 
y Zx ^ Yx Lx^ 


die Componenten eines Vectors 2 sind, der in einer beliebigen 
Ricbtung v die Componente 

(14) yZy — 0Yy = Lv 

hat. Ferner ergiebt sich aus (10) : 

= div 2 -j- Yz — Zy\ 
hiernach folgt aus (12): 

I div 2 t' — \^Ly d ca = | (Yy — Yg) d %' 

und mithin nach dem Gauss’schen Integralsatz: 

{{Z,— Y,)dx' = 0. 

Da diese Gleichung wieder fiir jeden beliebigen Raum t 
gelten soil, so muss iiberall 
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Of, !*»■ «'l ;s . I i-»<• iir Ih'i'uflniltinn. 

( 15 ) 

Hficl fibf'iiw# 

( 16 ) N. / 

Spinal. 

Tm al»n /.iisliti!*!. 4rr diirdt du* ausscireu 

Kmftp iii*rf«rg»*riiit'ii wird, vulkliindiir ^,u In'Mlininitui, hat man 

dk‘ K*‘!i!iisjiHs voii h»'s*|iH t 

x' - ' 

/. r. ■ X, 

nathig, tih’ ihr^ U|rir|igr«,is‘lit mmh an din Din'orontial- 
gleialmrigw* I itM i«it di*i» tiri*n/.ln‘dingmjg«*ii (11) gohunden eind. 
Dili*'' ih’diijgurigi'ii r*itdinii iihrr^ win i*k ja aucdi bai tkir Mainiig- 
faltigkeit «inr lni?riii riitliitllnmni l'rtdd«mi* nuthwmidig ihI, zur 
dnr iiitbf«iliitiitit«‘u Fuiirtiwion iiicht au*t. Dio woitortm 
litilimnitingsglnirlniMiittH ilnirkini din Bonantiorhoit d(« gerado 
YorlingMsdttii a«H, wtid kiinticni tmr aus phyHikaliHclum 

Thatfticltnn itbgi'li'itrt werdnn. 

Aiw d**p Ib^sliiigtmgnti dt« (»l»dfhg«*wicdit« kdiinnu wir aber 
otoe dm lbHir»‘iitif4!|?lt‘irliini«c‘n dnr Doweguug mit 

Hlllfn di‘*i il'X I’rimdpi iiblaitim, iiidani wir an 
Stifll# d«r Krililft X, T, 7i ueteiii X ix!\ 

Y f\ 7 “■■■■ 7\ wigiii f\. if, 7* dii* IlnMrbletniiguiigMi dor HtoUo 
*, |, # Irndwitnii. Hinriwmti ifidtiiii iillo nrwern DUdcdiiUrigini (4), 
(I), (6h flh)t fD»| fdr tl«n Fall dor Ikswogurig, uud nur die 
I nil liir «ip« Fall diir Ilowfigung modifidrt. 

t. iF 

Ilir Didarroation. 

Ilid itiriaiti *»l«*iti»clii» KdfiMif wnrdmi dia innoran Drnck- 
krifte li«ff«irg#»rttft»ii tliircli dlif f)iforti»tioii, di« imter ilem Km“ 

k w« 4it$ Wir f«»wht iiad aiebt ftWirii0b{'iid zur 

ilinr Er|il»lW»»tWt>ftt. Winn die Be* 

ditfttttpn CW| tiieiit i^ffWigt •Ind, « »«« mm m»$»r dsn inneren 
ii«ti iBdwi? Krifti MwebmtBs die »m ftl« inner® 

Bfiihttftfk»« IfiPfl, stett Bw'iobt ?ott W. Voigt, 
6#tlle^ MiiiWeliittt I»f|. fin*## ««♦ d»» vorHigendftn Workea 
thknm wir •iittr# StlmniittBffft aieht ftuf wleht Fill® auB, 
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Achter Abschnitt. 


§. 61 . 


fluss der ausseren Krafte eingetreten ist. Wir iinterscheiden den 
natiirliclien Zustand des Korpers, der ohne die EinAvirkung 
ausserer Krafte besteht, in dem auch keine inneren Krafte vor- 
handen sind, von dem deformirten Zustande. 

Ein beliebiger Punkt m des Korpers babe in dem natiir- 
lichen Znstande die Coordinaten 


x,y, (w) 

nnd ein Punkt ^ seiner Umgebung babe die Coordinaten 

“H I? ^ ^ 4“ ^5 

worin ^ als unendlicb Ideine Grossen erster Ordnung zu 

betrachten sind. 

Wenn nun bei der Deformation der Punkt m eine Verschie- 
biing erleidet, deren Componenten mit u, v, w bezeichnet werden, 
durch die x, y, 0 in x', y\ 0 ' iibergehen, so ist 


( 1 ) x' — X u, y' = y V, 0 ' z= ^ lo, 


und u, V, w sind Functionen von a;, y^ 0 . 

Der Punkt fi hat also eine Verschiebung erfahren, deren 
Componenten 


u —1-~ 


du 

dx 


V -f- 

w -f- 


dv 
dx 
0 w 
dx 


f. , du , du , 

^ ^ dy ‘ ^ d0 
dy d0^ 


sind, und wenn wir also die relativen Coordinaten von (i in Be- 
zug auf m nach eingetretener Deformation mit ^ bezeichnen, 
so ist 


( 2 ) 


e + 


du 

d X 

dv 
dx 
d io 
dx 


f j_ Ai . 4. Ai f 
t + Ai.4. 

. I 0 W ,0^4 


Die hierdurch dargestellte infinitesimale Deformation wird 
nun nach Bd. I, §. 84 in zwei andere zerlegt, von denen die 
eine eine Drehung, die andere eine Dehnung ist. Die 









I»i«- 1 s•>11 - !• lir lull. 


|. 111. 


If>7 


Dehnunp:. «» kcmuiit, winl narh Bd I, 

§. 84 («4) u!>»I l‘*l Btirrii ili«* Forii 2 >'lH clar^cHtclli: 



Biff Brurkkrafti* niml nur Funi’tiomni <lor rida- 

li¥au Vrrwlii«'l«iiii|?r*!i ,|i'r Tiirilflian, umi kiihI uImu unabliilngig 
vcHi d'r l»«-t tffr *U« rnigabuiig tlcn PunktdK in wio 

iin itarrsT Kj»r|ti‘r l«niPgt. Narli f;i) siml alwt dimt Bruc.kkraftn 
FttticikiW’Si v«ti «l<‘« »H*lt8 Variiilndti: 



t il 


t- w 

() /> 

J , 

, 

*h 

Xu ' 1 



t J 


ru/ ‘ 

ds 


n r 


|! u , 

f) w 

IF 

, 

S, ■ 

Sg '-• 1' 



<’ a 


f * ^ 

dkf 


f' ir 


t p , 

i’M 

Mt 

( 

J lj 

V*. ! 



# 4 ’ 



B// 


Bii* Vnwriisrliiiiigi^ii M, r. ir ^^irid hifriri Imlitibiga ntatige 
vt>it .r, II, duf ftl'H tkatiptirsatitan Vaclors 11 

bttimrliM wfiilttii kdiiiit'ii. Its ilw F<»lga warrltin wir «ics eIh un- 
eBdlifth kb’iiit* Ctmmm Iii4rarbti*ii, il. It. wir mditaon Hio tnii 
iiiisrri riiii«tiiijl*’ri Fin’l«r maUijiliairt nfi, hBlir*r« Potansa^n 

pgpii «li« fi‘rnat'lilti<!iiit wprdets dilrfi»«. Diimit varisir.httai 
wir iiif wild friittltoii Uogiiltatc., die 

mil liftw Hiiitaaftlwfi isiir imgt'iiHiurt tllmriniwfcimmen kcinnej}. 

fliiirt m tier (truridaiiriahnu} cltjr Klasti- 
citiWli»?orw, il$i» IbtfnfiniHinteri daK inner on 

A*,, F,. /s, F,, A, liiintire honiogane Farie- 
tioti«ti il«r iiH'tw Vnriabidn #,* % aind, 

Itt fliiB Aiii.drifki»ii diiwpr necdw (ksmponenten duro.h di('- 
stcfii Vartalil«« ftli« llli IJniwtentan cingoliwi, die 

foi ibr Kiitir cii‘r Sisi»taiii iitiliEngig iiml. Die Zttlil dic'sor 
Cottitatttim frriii}ftdt«rt »trb lilnir tehr bidrfcdfclicb durah cdnigo 
wiitoff AfinaliiiiPii. 




158 Achter Absclinitt. §. 62. 

Die Variablen %jy^ ifz^ Xy siud immer dann und auch 
nur dann gleich. Null, wenn u, v, w von der Form sind: 

u z= a — v’y 

(5) V — h — p s! rx, 

to — e — PVt 

worin a, h, c, p, q_^ r Oonstanten sind, d. h. wenn ^6, v, w solclie 
Verschiebungen sind, wie sie ein starrer Kbrper ausfiiliren kann. 


§. 62. 

Die Energie. 

Wir haben oben geseben, dass wir die jr-Oomponente des 
inneren Druckes gegen ein Element mit der Normalen v durch 
einen Vector 36 darstellen konnen. Grenzen wir ein Volumen t 
des elastisck deformirten Kbrpers ab, so ist die a;-Componente 
der Kraft, die aus den gegen die Oberflache dieses Volumens 
wirkenden Druckkraften resultirt, nacb dem Gauss’schen Satze 
(Bd. I, §. 89) 



wenn n die nacb aussen gerichtete Normale ist, und es ist also 

(1) div36<^r 

die auf das Element dt wirkende moleculare Druckkraft in der 
ic-Richtung. Diese Druckkraft ist hervorgerufen durch den Ver- 
scbiebungsvector H, der seinerseits eine Folge der ausseren. be- 
schleunigenden Krafte und Druckkrafte ist, und diese ausseren 
Krafte haben bei der Verschiebung U gegen die inneren Krafte 
eine gewisse Arbeit geleistet, die wir bestimmen miissen. 

Wir denken uns einen neuen Verschiebungsvector H' mit den 
Componenten m', v', w'. Dieser wird an dem Element dt nur 
mit Aufwand einer gewissen Arbeitsgrbsse d T' gegen die mole- 
cularen Krafte vollzogen werden konnen, und diese Arbeit ist, 
wenn wir mit 36, 3 Vectoren der drei Druckcomponenten 

bezeichnen, nach (1) 

(2) dT' — — (w'divX -J- «;'divD -f- 'i£^'div3) dt. 
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-n DTK it', 


K«n 

iiIht 




ii' div A 

div ii' A’ 

(■V 

f’ h' 

(' X 

Y (' u' 

r div '}} 

'■ divr''i| 


1 r' 

i 

t j' 

Y liSL 

«?' div 4 

• tliv If '4 

(/. 

f 

J 

y (' to' 
ry 




«iivif’;| I/, ~ |. y t. y 

(\t ^ ry i ' ' 60 /' 

and liirnitiH mil llrjiut/iiiiic «}»*r rii-/.r*i(’luuinK §. fil (4) unci mit 
EUcWclit «*»f Hrljitii»iifui X., ■ |§. OO (15), (16)J; 

(3) li' tliv X . r' .iiv p . It* .liv ■ div (»' ~ f, v'''}) + w' 3) 

X.j, X,^j,, X,jf ■ - ) nyy Ygy'g ■—Zg 0g, 
Fiilirrn wir uU» tin' Br?.rtrhnung 

( 4 ) Fill !!'♦ AIF* i 

^ ^ V ■ j' i/u 

4“ 

diaan wird narli f‘'ii 

(B) df - I r'fj f w':\)dt+J^'{l\,Vi')dr, 

ifld wOTiii wir Aii«lnirk Uhi»r dan Rauni t intogrireii, so 

trWtftif wir ifiil fil«’ri«ali|ct*r Atiwtftidimg des Gaues’schen 
, w«*ii« iIm dll' Glinrfllcdiaiifihunonto von t, und n 
dii nacti gnrinlilatn Hcirrtiala an do bc.doutet, fiir die 

gWMftrnte Arlit'it ilrr V**r«diiil»m»g ir gegoti die tdastischen Krafte: 


(i) r («’ 

J 

odir airli Wl F»l: 


' i 0a')<h h|/'’(U,«')dt. 


Ei«rgi« ciiir iit di*iti idiwtiwdirti Kcirper durch dio Ver- 
KWiliitiig ir Wwirlt wird, 

Dariti i^i iliw Clkirtiilrlwininteiml die gagen die ausseren 
0wekkrMft« Artwit, iitid das llaumintegral in (7) iat 

dfe iw ltifi«r«ii tJiit f Knergiemeriga. Wir kdnnen 

il« ille Fitiicdiiiti Fill, in als die auf die Volumen- 

fittbelt bifiMfisiif*, mi d«f Stiillii «, y, b vorhandene und 
lireti die tiaeb l•itl»t^c|pr attigeflllirten Versohiebungen 
lilailtieliii Eriergii. 
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Achter Abschnitt. 


§. 62. 

Die Function ^’(U, U') ist nach der Voraussetzung, die wir 
liber die Xa, ... gemacht haben, eine bilineare Function der 
beiden Reihen von je seclis Variabeln: 

Uyt jjzi 

r r r / r f 

^X1 Vyi Vzi ^y, 

und eine solcbe Function hat im Allgemeinen 36 constante Coeffi- 
cienten. Wir macben aber jetzt die fernere Annahme 

(9) F(]X,U') = X(U', U), 

d. h. wir nebmen an, dass die durcli die beiden Vectoren U und 
II' erzeugte Energie von der Reibenfolge unabhangig sei, 
in der diese Verscbiebungen ausgefiibrt werden. Wollten wir 
diese Annabme nicbt machen, so wiirde, wenn man die Verschie- 
bungen U, U', —U, —U' nach einander ausfiilirt, der elastische 
Korper zwar wieder in seine urspriingliche Lage zuriickgekebrt 
sein, uad es ware also, wenn wir die ausseren Krafte als un- 
veranderliche Functionen des Ortes ansehen, gegen diese Krafte 
keine Arbeit geleistet, und dock ware Energie gewonnen oder ver- 
loreni). Dies nebmen wir nicbt an. 

• Um die Folgerungen aus der Relation (9) deutlicb zu iiber- 
seben, wollen wir fiir den Augenblick die Variabeln (8) mit Xi, 
xi bezeicbnen, und i und h von 1 bis 6 geben lassen. Es ist 
dann 

ii h 

(10) F (U, U') = 2 ^'^5 

worin die constante Coefficienten sind, zwischen denen nach 
(9) die Beziebuag 

Ic '• ^Ic, i 

bestebt. Fiibren wir also eine homogene Function zweiten 
Grades ein: 

i, le 

(11) F (U, U) = F(x^X2 ... 2 tti^^Xi Xu, 

so ergiebt sich 

( 12 ) 

und folglich, in der friiberen Bezeicbnung: 

0 Ein derartiges Verhalten konnte mogliclierweise zu beriicksichtigen 
sein bei den Erscbeinungen der sogenannten elastiscben Nachwirkung. 





Die Energie. 
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§. 62. 


X, = IF'(x.), Yy = lF'{yy\ Z. = \F'{^;), 

Y, ^\F' (y,), Z, = \F' ( 0 ,), Xy = IF' (xy), 

und hierin kommen nur die 21 Coefficienten der Function (10) vor. 

Um die Bedeutung der Function F zu erkennen, setzen wir 
die Yerschiebung U aus den Differentialen dll zusammen, und 
nehmen U' = dU; es ist dann nacb (12) 

(14) J^(U, dU) = idJF(U,U), 

und daraus ergiebt sich durch Integration in Bezug auf dU 

(lo) d T = ^ F (iTa;, yy^ 02 , ^ 2 , 0a!, ^y) dt = F dt 

fur die im Volumenelement dt enthaltene Energiemenge, die 

dui'ch die Verscbiebung U aus dem natiirlichen Zustande erzeugt 

ist. Diese Function betrachten vvir als das Maass fiir die 

elastische Spannung, die an der Stelle x, y, 0 stattfindet. 

Die Function F muss eine wesentlicb positive Function 
sein, sie kann also fiir kein reelles Werthsystem der Variablen 
einen negativen Wertb erbalten, und fiir kein von Null ver- 
schiedenes Werthsystem der Yariabeln verschwindeni). 

Denn wenn die ausseren Krafte alle Null sind, so ist der 
natiirliche Zustand des Korpers, bei dem alle Yariablen Xx^Xy..., 
und also auch F, verschwinden, der Gleicbge'wichtszustand. 
Kdnnte F negative Wertbe annehmen, so miisste ein Verscbie- 
bungssystem existiren, bei dem die potentielle Energie noch ver- 
kleinert wiirde, und der natiirliche Zustand v^are also kein 
stabiler Gleichgewichtszustand (Bd. I, §. 121). 

Dass aber die Function F fiir kein von Null verschiedenes 
Werthsystem der Yariablen verschwinden soil, besagt, dass keine 
Yerschiebung aus dem natiirlichen Zustande, bei dem 
die relative Lage der Theilchen geandert wird, ohne 
Arbeitsleistung moglich sein soli®). 

D Eine Eomogene qnadratiscbe Function von n Variablen lasst sicb 
auf unendlicb viele verscbiedene Arten als eine Summe von hochstens n 
positiven oder negativen Qnadraten von einander unabbangiger linearer 
Functionen der Yariablen darstellen. Die Anzahl der positiven und der- 
negativen unter diesen Quadraten ist bei einer und derselpen Function bei 
alien diesen Darstellungen dieselbe. Die Function beisst wesentlicb positiv, 
wenn die Anzabl der positiven Quadrate = vi ist. Weber, Lebrbucb der 
Algebra, 2. Aufl., Braunschweig 1898, S. 212. 

®) Bei reibungslosen idealen Fliissigkeiten ist die Sacbe anders. Bei 
diesen ist, wie man annimmt, jede Verscbiebung, die keine Volumanderung 
zur Folge bat, obne Energieverbraucb ausfiibrbar. 

Biemann-Weber, Partielle Ulfferentialgleiobtingeii. H. .11 
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Achter Absolinitt. 


§• 63. 


§. 63. 

Bedingungen des Gleichgewichts und der Bewegung. 


Die 21 Constanten der Function F mass man sich durch 
Beobachtungen fiir jede Substanz besonders bestimmt denken, 
und dann stellen sich die Bedingungen des Gleichgewichts und 
der Bewegung als partielle Differentialgleichungen fiir die drei 
Functionen u, v, w dar. Diese hangen von den Coordinaten x, 
s und von der Zeit t ab, und die Beschleunigungen sind 

'W W’ Jp' 

Zunachst ergeben sich nach §.60 die drei allgemeinen Diffe¬ 
rentialgleichungen : 

(2) q ( y ~ -}- div^ = 0, 

^ “ fl) + ^ 


woraus man die Bedingungen fiir das Gleichgewicht erhalt, wenn 
man m, v, w von der Zeit unabhangig, also die Beschleunigungen 
gleich Null annimmt. 

Unter Umstanden konnen noch andere Bedingungen hinzu- 
treten, durch die diese Gleichungen modificirt werden. So hat 
Fresnel zur Erklarung der optischen Erscheinnngen in Kry- 
stallen die Annahme gemacht, dass die Schwingungen des Licht- 
athers ohne Volumanderung vor sich gehen, dass also der Aether 
incompressibel sei. Dann muss divU = 0 sein, und es besteht 
also fiir diese Verschiebungen u, v, tv, wenn wir zur Abkiirzung 


0 


0 U 

0 X 


■f" 


0 V 




dw 
0 ^ 


setzen, die Bedingung 0 = 0. Dann treten zu den Gleichungen 
(2) noch die Glieder hinzu: 

3 00 3 00 3 00 

0a:’ 02/’ ^ 

worm X ein unbestimmter Coefficient ist, zu dessen Bestimmung 











Eindeutigkeit der Losung. 


163 


die Bedingung ® = 0 dient. Dies wollen wir aber Mer niclit 
weiter beriicksichtigen. 

Zu den Gleiclmngen (2) treten nock die Gren 2 bedingungen 
fiir den Oberflachendrnck: 

(3) X, = X, r„ = T, 

und fiir den Fall' der Bewegung die Bedingungen fiir den An- 
fangszustand, die darin bestehen, dass fiir einen Augenblick i = 0 

du d V dw 

(4) u, V, iv, ^ 

als Functionen des Ortes gegeben sind. 


Eindeutigkeit der Lbsung. 

Wenn wir fiir den Yector 11' die in dem Zeitelement wklicb 
eintretende Yerschiebung set 2 en, also 

(1) = = = 

setzen, so wird wegen §. 62 (14) 

1 0F(U,U) ,, 

(2) ^’(U,U')=2— 

nnd dnrch Integration iiber den Baum r 

r V dT .. 

( 8 ) = 

urnrin T wie im § 62 (16) die durch die Verschiebung U ber- 
TrgLfene potentielle Energie der elastkchea Sp^auBg ist. 
MiiltipUciren wir die Gleichungen §. 63 (2) ^ 

w 'd r, addiren sie uad integnren uber dea Baum , 

sich, wenn wir „ ,0 vo 

(« r.-i(.[®)- + (ll)' + (5)'l'' 

Masse des Elementes d r von « unabbangig ist. 
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§• 64. 


(5) j'^(Xw' -j- Tv' -j- Zv)')dt = 

dt — I (m' div 3c -1- v' diy ^ -f- iv' div 3) d z. 

Nacli §. 62 (2) ist aber 

T' — — j* (u' div3c -f- v' div -f" 3) " 

die Arbeit der Verschiebung U', die nach §. 62 (7) auch gleich 
— j (Xu’ 4- Tv' -f Zio') £? 0 -f j F(U, U') dt, 
und nach (3) 

= — j (Xu' 4- Yv' 4- Zto’) do -^ — dt 
ist. Es ergiebt sich also aus (5) 

(e) = 

j Q {Xu’ 4- Yv' 4- Zu)')dt 4- j {Xu’ 4- Yv' -\- Zio') do. 

Es ist endlich 


(7) q{Xu' Tv'^ Zw')dt-\- (X^i'-{-Yv'Zw') do — Adt 


die in dem Zeitelement d t bei der wirklich eintretenden Be- 
wegung von den ausseren Volumen- und Flachenkraften geleistete 
Arbeit und demnach ergiebt sich aus (6) 


( 8 ) 


A = 


d{T,-TT) 

dt 


d. h. die Arbeit der ausseren Krafte ist gleich der Ver- 
mehrung der gesammten potentiellen und kinetischen 
Energie. 

1. Hieraus aber ergiebt sich sofort der Satz, dass 
die Differentialgleichungen fiir die elastischen 
Bewegungen mit ihren Grenz- und Anfangsbedin- 
gungen, wenn die ausseren Krafte gegeben sind, 
nur eine einzige Losung zulassen. 

Denn diid %, %, Wi und u^, ■Uj, zwei Lbsungen desselben 
elastischen Problems, so sind 







v’orscliwii»«!t»« von 7* tlasn {li(» HdcliK (irroKSon 


lig* yg% ^.1% 

flrtch Null tiiml tlahitr u, v, mi dits Form §. (51 (5) habeii. 

IHe VfnifhlidniMgrn Hj, i?,^ «), unterioiioicUni sich alHu von 
den «8, tig, Iff nnr «m Cfrcii«m, die tMci Verschkdiung cinog gtarrou 
Kdr|»eri auwlrtirki^n, ii«d utn din Fimcfcionen ti, w vollHtandig 
m biitimniaii, also nocdi (Hoichiuigtin ?mr Bogtimmung von 

Cmiitanten liminktiwiiiim, din ntwroiolmml dml, um die Lag© 
eitien sterrim Kdrpew hentlmmen. 

Fiir deft Full d« Oleirhgewiehfeeg luhrt ciin© iihnlicho 
Betraelstnng iai« Zieli*. In dioMirn Fall niud die u, v, to als 
Functionftn vtw f, j unalihliiigig von t ?5U bestimmon aue den 
fikirdniriMtm j 

f X -f ■ flif K B, 

m + 0 , 

^ Z f div 3 C), 

mit dmi {lriinibi‘4tngttig«ni 
(KJ) Kn — 1. Vn “ F, = Z 

Hnlwfi diiiw liWchiingen ew©! fewehiedin© LoBungmi Ui, tii, 
Wi ttud Mj, i!|, *1 giiiigiu di® Differenwn 

(11) U —I- llj — fj rfri* to ss: Wi *— % 

dan Oliielmnfftft 

dif I a« 0, dif fj s» 0, clir ;d ” ^ 

mit d®n (lrt»«liisdlitf«»§#«, d«« an dir ObarEftohi X«, Jn, Zn 
gleicli MttU •§» wlltn. Damns abtr trgiibt lich naoh §. 02 (2), 
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dass dT' fiir jeden beliebigen Verschiebungsvector U' gleich 
Null ist, also nach §. 62 (7) 

(12) j (w' X + v'Y-[- w'Z)do - I F{U, U'). dt = 0. 

Setzt man bierin %i' = u, v' = v, w' = w und beachtet, dass 
X, Y, Z verschwinden, so folgt 

(13) Y(ll, U)==0, 

also = 0, yy = 0, = 0, 2/0 = = 0 , Xy = 0, woraus 

wieder zu schliessen ist, dass u, v, ^v die Ausdriicke fiir die Ver- 
scbiebung der Punkte eines starren Korpers sind. 

Derselbe Schluss kann aber auch gemacht werden, wenn an 
der Oberflacbe nicbt die Drnckkrafte, sondern die Verscbie- 
bungen w, v, w gegeben sind. Auch dadurcb ist die Losung 
des Problems eindeutig bestimmt. 

Denn wenn unter dieser Voraussetzung zwei Losungen Wj, 
■yi, Wa, Vat '^’^2 vorbanden waren, so waren die Differenzen (11) 
an der Oberflacbe gleicb Null, und in (12) wiirde fiir u' = u, 
v' = V, w' =: w das Flacbenintegral gleicb Null. Es wiirde also 
wieder die Gleicbung (13) erfiillt sein miissen. Und derselbe 
Scbluss kann aucb unter der allgemeineren Voraussetzung ge- 
macbt werden, dass an der Oberflacbe iiberall 

verscbwindet. 

2. Es folgt bieraus, dass die Losung des statiscben 
Problems eindeutig bestimmt ist, wenn an der 
Oberflacbe von den drei Orossenpaaren 

X, Y, ■y, Y, %o 

je eine Grosse gegeben ist. 


§. 65. 

Isotrope Korper. 

Die Ausdriicke fiir die molecularen Drncke durcb die Ver- 
scbiebungen vereinfacben sich wesentlicb, wenn wir nocb gewisse 
Voraussetzungen iiber die Symmetrie des Korpers hinzunebmen. 
Es geniigt dazu, nacb §. 62 (13) die quadratiscbe Function F 
als Function der Variablen 
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*>« 

Dareti Ai»tttt»w« l» mlwdwni 

dor Fttindinn I*’ lat-pdl.*! t>. 
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(3) 2F=% -i- tJv ^1) + 2 Z (?/j/ -f- 4- yy) 

4" f*" (!/« H" 4~ 

und fiir die inneren Druckcomponenten (3rgiel)t sich nach 62 (13); 

Xx = 'HXx -j“ ^Vv “j~ ^^35 f*" //s) 

(4) Yy = A Xx —f~ ^ Vy “f" ^ ^ 

Yg = A:^a: ~|~ ^ 2 / 1 / 4~ 

Die drei Constanten %, A, (U lasseii sich aber auf zwci re- 
duciren durch die dritte Annahme: 

3. dass iiberhaupt alle Ilichtungon in dem elasti- 
schen Korper gleichwerthig scion, dass also dor 
Korper isotrop sei. 

Dazu ist erforderlich, dass die Ausdriicko (4) ilire Form 
nicht iindern, wenn man zu einem neuen nichtwinkligcn Go- 
ordinatensystem iibergeht. 

Es seien also x\ y\ F die Coordiiiaten eincs Punktos in (hmi 
neuen System, das mit dem urspriinglichen dumb die Fonncln 
zusammenliange; 

x' = ay X a^y a^iB^ a = Uy Y --f- y' -j-- c, F, 

(5) y’ — hix^h^y z, y r= x' y' f /, 

z' — C^X -Y C^y # rr- ftg ar' 4 63 If' 4 - Cg /, 

und die Coeffioienten Ui, og, ... sind darin den aua dor analyti- 
schen Geometrie bekannten Relationen unterwori'on, die wir nioht 
hierher zu setzen brauchen. 

Nach §. 60 (9) haben wir zunwhst 

JC* “4" ttg X.y 4” ^^3 -^S) 

(6) Yx> = a, 1 ; + % r, + ag n, 

/Cx> — Yx 4" % Yy a,i Yg^ 

und wenn wir hieraus die Oomponenten nach den lUchtiingcm 
a:', z' bilden: 

JC®' = di Xgi “j- ct^ igi "*1"” Og Yx’t 
= bi Xxi 4" bf -j- ^3 Yx'i 
Oder da Zy = Y^ etc. ist: 

(7) Xx> ~ 0>\ Xx 4“ “f" Ym 

4~ 2 -j- 2 ttg ttj Yx 4~ 2 rtj[ ftg Xy, 

(6) Yi^ = ctj 4" % 4~ % ^8 Yg 

4~ (% &8 "f*^2 %) y® 4“(®1 ^1 4“^t 4" (®l 4h^h %) Xyi 











IbuIi'iiIM' KnrjitM-. 


§. («>. 


1(>!) 


imtl liieruuH kimn niiiii ilio iihriKt'ii ('umponojittni (lurch oyklischo 
Vcrtauscli«HM(‘U Icidit uhlthtcii. 

KhciiHtJ int min: 



U 

n, W * (/.J r 1 ((, ii\ 


uiid (lanius 




r u' t u* 

a f 

dy (’>1' 

f «' 

t ?/ 

f' u* 

• «, 

• ’ * 


f u 

-r tlf 

f' J' 

;4 

‘ a: > 

' * !f ' 

(' it' 

M ! ■ ' 

» J.* ^ 

1 ^ 


■f Ci j ^ 

r ('it'\ 

J’ J ‘ f tj) 

(6W , (Ut\ , 

* L. ^ J ' 

\f) ?/ ' f) J', 

tnler 

(0) <« 
uml lihnlirli: 

fj-j, * 

♦ aj^t ♦ \ f 

**V» 

(10) 

•/s’* ■ H ft 1 h 

j sf ( t i ttf bg |/ y f ■A ttj Ijg Sg 


f Uhh ^ 

I 

J /jjCiiJtf, } (a,/^a f 

Uj) Xy *). 


Wimn wir nun dh* Aiiiitlrurkii (4) in (H) substituircii, ho or- 
hllt dfin (ilieil wit j', in don Cord’tinu'nlon 


(roll Iliilfi* d»*r hultfinnti’n Haltttiim «,/<», j n^h.^ i ■" 0), 

untl I’H ergiiflit wrl$ 

I'#• (X Ijfcij/(j x'l, I j 


*1 Man k»nfi tlitw* Tr»t»fom»t.i*m®ii In faigtrukr Itiipl 
fttidii: Mat! ttilib it*) «lie l’r«dttet# 

y*. f/% '/*, */*\ 


«ii« •rtiAll »iO 



a; 



^ # 

y • 

Ajf< J 

ir«a »» 


. 

,y*»» 



dureh 

A 

1* 

f.i * ^ 

y F 

« * #• 


X 

iw«tit, ttoti 








1 <'» 

wsnn man 


f*. 

A It 



dttreh 


Mft 

1 y#* 

1 ,» 
g *** 

I***# 

ir«WL 







^u»ammtn> 







und mit Hiilfe von (10) 

Ta:'/ = ^ — I — 2ii){a^ \ h ijy + a<^ 

Nach der Vorausset 2 ung 3. miisste aber 
la;' -^ yx' 

sein, und daraus folgt die Eelation 
(11) % = il —j— 2 fi. 

Hiernacli ergeben sich fiir die Coniponenten des molecularen 
Druckes, wenn wir zur Abkiirzung 

/Iax rx J- -It du . dv . dw 

^ \ dx ' dy ' d ^ 


setzen, aus (4) die Ausdriicke 
Xa, = A 0 -f- 2 , 

(13) r, = A® + 2f.|i, 

^ ^ diV 


A 0 -j- 2 ft 


„ /d V . dw\ 

„ /'div . du\ 

^ /du . dv\ 


Es ist daher 


wenn wie friilier 


d Xcc , , dX, 

dx dy 0^ 

/II X S0 I . 

(A ft) — y>ziu, 


. d^u I d^u I d^u 

"I ^ "I ^ 


gesetzt ist. Demnacb ergeben sick die Differentialgleichungen 
fiir die Bewegung eines isotropen elastischen Kdrpers nach §. 63 
(2) in der Form: 

Q (X —1^) -I- (A ft) H = 0, 


9 + + + = 0 , 

Q (z — (A + fi) -f- = 0, 


und fiir das Gleichgewicht: 
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§. 65. 


() X -|- (A -f fi) II + = 0, 

(17) 9r-i-(A-|-fx)||-|-fiZ/v = 0, 

p Z -1- (A -f /i) II + = 0. 

"Wie wir aber gesehen haben, sind durcli diese Gleicbungen 
in Verbindung mit den Gren 2 - und Anfangsbedingungen, die 
Functionen u, v, w noch nicht vollstandig bestimmt, und wenn 
-Ml, Vi, Wi eine Losung ist, so ist die allgemeine 

u — til -{- a — 

(18) V = Vi -^b — ps rx, 

^v — iVic — g_xp y, 

worin tt, Pi Q.i ^ Constanten sind. Um diese secbs Con- 

stanten zu bestimmen, konnen wir etwa nocb die Forderung bin- 
zufugen, dass fiir den Coordinatenanfangspunkt 

^^ = 0, V = 0, w = 0, 

(19) dv — — — = 0 — — — = () 

d 0 'dy ’ "bx d 0 ’ dy dx 

sein soli, d. h. dass der Coordinatenanfangspunkt fest, 
und die Deformation seiner Umgebung eine reine 
Dehnung sein soil. 


Neunter Abschnitt. 

Statische Probleme der Elastioitatsth eorie. 


66 . 

Lineare Deformation. 

Wenn wir von der Einwirkung aussorer Volumkriifte ab- 
sohen, also X, Y, Z — sotzen, so siiul die Gleiclmngen §.65 
(17) befriedigt, wenn fur linoare Functionon von .r, i/, ^ 

gesetzt werden. Dies giebt eine linoare Deformation des 
ganzen Systems, und diese ist, wenn wir die Annahme §. 65 (19) 
fur einen Punkt machen, fur den ganzen Kdrper eine reine 
Dehnung. Wir setzen also (Bd. I, §. 83): 

u —. OCX y “ 4 " 

( 1 ) V zzz yf X y 

w X ~|” OS y "j~ y M n 

worin die os, p, y, /3', y' Constanten sind. Dadurch sind also 
die Hauptgleichungen des Gleicbgowiobtes befriedigt, und ob ist 
noch die Frage, welchen Grenzbedingungen wir durch dieao 
Annabme genugen konnen. Dazu bilden wir nach §. 65 (13) die 
Componenten der inneren Druckkriite: 

X* = A(a -4™ ^ •4" y) -f- 2ju,os, Yg = 2g-os', 

(2) = A(a + ^ 4-y) 4, 2g,/3, .Z* = 2^0/3', 

Zg = A (os 4 ™ /5 4“" y) '"f" ^» "^y = 2 gy^ 

Die Deformation (1) lUsst sich also immer durch aussere 

blachenkrafte gegen die Oberflache hervorrufen, deren Com¬ 
ponenten nach §. 60 (11) durch die Gleichungen bestimmt sind: 














liciMJiit'l I. 


17:-} 


§. 

X ■ ■ ■ A W 1 2|:i j«rus(H;r) i }>'coh i /)'[/!}'coh 

y I (h} I 2 a j }>' vm(H .r) ) ■ (i tU)H (Hi/) {- f/ COS (« ^) |, 

/ r-- A (-) c'tmij/i'<-( ih(k.;'). [.«'coH (2/?/) 1 y (;08 («^)1, 

woriu n tlif inich aiwHcn gt'richtctc Ntn'niiilc unci 

(4) « I • f 

die V<'rgr*iHS«*ruu|!; der Volujueueijiheit (ul(*r die riliimlicho 
Dilatntion int. 

lat P di«‘ Krnft, die auf eiii OheriUlchcnelciiieni wirkl, bc- 
W)gen fiuf «iit* Flutdieiieiidicnt, hu ist 

(5) X J* »‘ctH iP.iU y ■ P ects {/\vii ■“ jI* (/'«)• 


lleiH|»ii*l I. Allhifitig w irk oil do Zugkraft. 


Wir lo’lrjirliteji eiiiigi! lipi'cdollo Flillo. Kb soi die aiiSHore 
Kraft P caiiiMliitil utid balie dio liichtung dor (liunHeren) Nor- 
Hude «. Ibisi?i lit 

X' ' ' i* vm (MX), y I* vm (w^), X P c,on (h*), 
miil die (il*dcliwnge!i % f»(l (Ilj wtu'don Itcdriedigt, wtnm 


Cl) 


P 


p, «' -T- fi' - 
(bA I 2jti)« 


?' — ct, 

H{nA \ 2p) 


BA } *ift 


P 


goiotAt wird. Woaii m\m gtgtni die (Hierillioli© idnet isotropon 
daMtiwduxi K«»r|K*ri4 aitie tibentd gltiiohii Zugkmft ftUigolibfc wird, 
ftcj tritt iiiiti idkifitig gkiir.lttiilLitilgts Dihtiung tiiti utid die Volumori” 

¥«rgr<Miir«iig iit iidt dor Zttgkraffc proportiooaJi. E» iit X -f-’ ”|™ 

dio Flitdieiikr&ft, dlo eribrdtffiloh wEr«, win d.ai Volwman auf 
dif Ikippsite III ¥r*rgrcfi»orti (wititi bei scdditin KrEffcon die hi or 
anginoiiimowm (liimitio tw>cii giiltig wlhren). 

Weiiii iitatt dor Zwgkriift «iu« Draokkrafb wirkt, d. h. wenn 
F ttii Itictilttiii dor iniierwi Norwidiii liat^ so tritt an Sttdle 
dtr IMlatatifiii ©iiio ComproniioK, die dinielben folgt. 
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ij. 08. 


§. 68. 

Beispiel II. Constante Zugkraft gegen die Endflaclion 
eines Cylinders. 


Wir betrachten zweitens einen geraden Cylinder Yon bo- 
liebiger Grundflache, gegen dessen beide EndfUichen constante 
und einander entgegengesetzt gleiche Zugkriifto P wirken, wahrend 
die Manteldacbe nicbt von Kraften angegriffen ist. 

Legen wir die 0 -Axq in die Hichtung der Cylinder- 
Erzeugenden, so ist an der einen Enddache, wo 0 den grosseren 
Werth bat 

X=0, F=0, Z=P, cos(wir) —0, cos(n^) = 0, cos(«^) = l 
nnd an der anderen Endflache 

X = 0, Y = 0, X = — P, cos (nx) = 0, cos (ny) = 0, 
cos (n 0 ) — 1. 

Beide Systeme von Gleicbungen sind mit einander vertrilg- 
lich und geben nach §. 66 (3): 

(1) P==A@4-2;^y, a'r=0, —0. 

Fiir die Mantelflache ist X~0, Y—O, 0, cos(n^)= 0; 
also ergeben sicb mit Benutzung von (1) noch die Gloiclmngen: 


(2) A@-l~2g« = 0, ;i@ + 2fA/? = 0, / —0, 

also 


(3) a = 


und daraus: 


, @ = 2ofi + Z 

- _ 2g(a —y), 


2(ia 
X ’ 


_ (A - 4 - g) P 

z ^(3l+:'2g)’ 

IP 

“ 2g(8^+ 2/11)’ 

d A 2 ^ Y 2 (A 


Man sieht hieraus, dass mit der LS-ngendilatation y, die 
durch die Zugkraft P bervorgebraobt ist, immer eine Quer- 
contraction — a verbunden ist, die durcb die letete Formal (4) 
bestimmt wird. Setzt man 


























ufiisiiifl in. 


III A 

I 


^ ‘ r ■ '2{x \-^)' 

80 ht E lUo Zugkmft, tlio crfunh'rlifh wilro, um 5 ' — 1 zu macluiii, 
also (lio th*H gaiizon (yluidorH zu vordoi)polii. Diosc 

GrusBf hoiKHt dtT Klasti citilts-M 0 dulus; 6 ist (duo zwcdtc 
CoTiHtanto, niimlitdi das VorhilUniKH dt'r Quorcoiitraction 
7 .nr Idhigt'ndilntuiiou. Da (duci Zngkraft diis VoUniioii 
nienuilH vorkloiuorl, ko ist 'ia - „ y uiul folglitdi d • ^ i/.^, d 
Hind ConHlfuiton d(*r Suhstaiiz, dio an Stcllo von I und ft cdn- 
gofiilirt wordcn kilnnon. 

Man (•rhiilt: 

(f E _ E 

^ {1 • rf) (1 " “ 2 (J) ’ 2 (I [ d) 

Fiir di<‘ C'«m|mni'iitrfn d(*H moliunilaron Druckes orhiilt man 
naoh §. 66 C'ij 

A'. -- {I, }\ . .{), Z, = J\ 


Bciiipinl IIL CoiiMtiuito Zugkraf't g(*g(ui dio Mantul- 
fliloho csinoH Dylindf'rH, 


Cylindc'W in iic»rmak‘r Itirhtung «*ino ooiiHtimto Zugkraft P wirkt, 
wahroiid diii Eridfliiohon IVei iitid. la*gt»n wir wioder die f-Axo 
in dio liirhtuiig d§r ()}dindfir-Err.ougondon» so bat man wegen 
dor Endflikhon t!ii* Binllitgiangim 


(el -- 1*« "I. ll] = r/>l = [Mr'<--*| 

IHa ConrtMili* ff lit dM r«ia« ZakD dtrea Wwtli Poiison aus der 
MoI©ottkrthifH*rie gliiiali % hat, wm dte Edutioa A ft ergelion 

wfirdft. 8f»4tiirt Imbea di»d Aflufthme von Poision 

niebt twd m mfliwn nmh ttMWtf jtteigen KinntnisB X «nd ft 

dim K will <f ili *w«i ton ©intndif nnttttag^ ©MtioitfttioonBtantan 
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§. 70. 


und wegen der Mantelfiache: 

(2) r'= 0, + 2fta = A©-f-2f^/3 = P, 


also 


(3) 


o _ ^ -f- ^ ^ p 

^ “ 2^i(3A4- 2/x) ’ 


^ f^(3A4- 2;i) 

2P 


P, 


@ 


(3 A —{— 2 

und fiir die Compoiienteii des molecularen Druckes aus §. 66 (2) 


(4) 


Z, = Z,= 

Y. = Xy = 0. 


§• 70. 

Torsion. 

Die ersten Ldsungen allgemeinerer statischer Probleme der 
Elasticitatstheorie hat St. Venant gegeben, der die Bieguug 
und Torsion eines elastischen Stakes unter gewissen ver- 
einfachenden Voraussetzungen in einer grossen Zahl von Fallen 
bestimmt hat. Wir beschranken uns hier auf die Betrachtung 
der Torsion, fiir die die Formeln die einfachste Gestalt annehmen. 
In Bezug auf die etwas weitlaufigere Theorie der Biegung ver- 
weisen wir auf die Lehrbiicher der Elasticitatstheorie i). 

Wir betrachten einen cylindrischen Stab, und sehen von dem 
Einfluss ausserer Volumkrafte ab. Die Gestalt des Quersclinittes 
dieses Stabes bleibt einstweilen unbestimmt. Wir nehmen die 
Deformation XI folgendermaassen an. Jeder urspriinglich ebene 
Querschnitt erleidet eine Drehung urn eine den Erzeugenden 
der Oylinderflache parallele Axe. Diese Axe ist fiir alle Quer- 


Saint Venant, De la Torsion des Prismes, avec des considerations 
sur leur flexion. M4moires des Savants etrangers. 1855. Lionville Journal, 
II. serie, tome I, 1855/56. 

Olebsch, Theorie der Elasticitat fester K6rper. Leipzig 1862, S. 70 f. 
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Kcluiittr dicMiliu', lOitl soil dit' ImisHnn. Dcr Drcdiuiigs- 

winkid ist jirttiHirtimuil nut dnr Kntfnruunij: voii (diioni festoii, 
ctwa dnm ndtllrrnn (^dUTschnitt, so d:iss dnr luiUh'.rn (jtuersuhnitt 
iiicht gcdndit ciNrhcinl. 

AuHHi'rdi’in wird nmdi (din* Vi'i'scliinlniuff iiarulltd zur Stnl)- 
nxc aupuHUiiiittui. wndundi die urHjU'iiuKlich cIkmk'u (^hu'r.scdnntto 
gnkrummt wrrdcn. l>it*Hi‘ FurniiliHh'rung noil fiir nllc kdinrHcdinitto 
di<‘si*lbf Kcdn. Ks inf luclit lu'ithig (/.. B. bci (diicni 1 Inidt’ylindnr), 
dass dii* Stubaxn dar Malfrit* di‘s Stabi'H Hclbsi iingidii'ni. \V(‘iin 
i'H abcr «b‘i‘ Fall i-f, so int tlic Axo fim* I'ascr dcK Siabt^s, dit^ 
kciiu* VtM’httiuobimg hcukrnt'bl v.w ihrcr Hicbtung (‘H'uhn'n bat. 

Wir logon din .:-Ako in din Stabaxo, ihron Nullpunkt in dim 
ungodriditim t^tuorsi'linitt. 

IHn grniarlitim X’onuihsftzuiigim drilrkfiti sifih dann (lurch 
(lie Formidu aus! 

(1) a r t— 0r.r, 

worin (<> «*ini* t’oiiHtanto luid ms tier untmdlicb klidnt} Drolmngs- 
winkcl fiir dmi CjuiT-tdinitt j ink 

Dio drittc C‘oin{Kifit<ntis ii\ i«t tnuo Furictimi von a:*, y allcin. 
Wir Hcl/.im 

(2) w m (fi (a y) 

uiid friigtm, wflclic irnnu*(m Fliiidmnkrilfte im Htantlo sind, cine 
solcho I)(*ffirnialioii zn bewirken. 

Eitie in tier natllrlkdicn Luge dcr s-Axo parallelc Faaor 


cluingen: 


i/„ but iiuch oiiigctreterier Deformation die Glei* 






und iit ftl» gcradlinig, itbcr nicht |iarallel gohliebon. Durcdi 
eine Drwlmng dei SiiibcM al« Clarr^ei niwdt der Dtdormation kann 
roan dalitr jodn Lilrigufticr deg Btohos ^ur Stabaxo maohon, 
iiw den Aiinfthinen (1), (2) ergiobt aicdi 


(Jl) 


inti 

>• tA’ 


iri p 


dio 


0 , 


nnd fiir dii* tlonaponenten dtii roolecndaren Druekos findet sicb 
nach §. 8f> (18) 

Ri«aiani».W».l*«r, r*rttetl« H. 12 
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iSreunter Abschnitt. 


§. 70. 


X, = 0, Ty = 0, X, = 0, X, = 0, 

X, = Z, = ^a,(—y + ll), 

T, = Zy = (t,a X + , 


und die DifTerentialgleichungen §. 65 (17) reduciren sicli auf die 
eine: 


(5) 


I _0 


Wir nehmen ferner an, dass gegen die Mantel- 
flache des Stabes keine ausseren Druckkrafte wirken. 

Da an der Mantelflache cos (ns) = 0 ist, so sind von den 
Bedingungen §. 60 (11) die beiden ersten nach (4) identisch be- 
friedigt, und die dritte giebt 


Zx cos (nx) -)- Zy cos (ny) = 0 

Oder nach (4) 


( 6 ) 


d (p 
d X 


cos (nx) -j- 


8y 

dy 


cos (ny) — y cos (nx) -|- x cos (ny) = 0. 


Die Bedingung (6), in der n die nach aussen gerichtete 
Normale bedeutet, bezieht sich auf die Begrenzung der in der 
a?«/-Ebene gelegenen Querschnittshache und ist eine Grenz- 
bedingung zur Bestimmung der Function g) aus der Differential- 
gleichung (5). 

Aus (5) und (6) ist die Function (p bis auf eine additive 
Constante bestimmt. Zur Bestimmung dieser Constanten konnen 
wir annehmen, dass <p = 0 sein soil fiir x = 0^ y — 0. Dann 
haben die Punkte der Stabaxe iiberhaupt keine Verschiebung 
erfahren, und man kann sich diesen Zustand z. B. dadurch hervor- 
gerufen denken, dass man zwei Punkte der Stabaxe in 
den beiden Endflachen als befestigt annimmt. 

Ueber die auf den Endflachen anzubringenden Druckkrafte 
konnen wir jetzt nicht mehr willkiirlich verfiigen. Da an diesen 
Endflachen cos (nx) = 0, cos (ny) — 0 und an der einen 
cos (n 0 ) = -j- 1, an der anderen cos (n^) = — 1 ist, so ergiebt 
sich fiir die erstere, die wir die obere nennen wollen 








§. 70. 



Torn i(1 u. 



A - 

“ AA" 

•?/ 1 

0 q) 




\ ‘ ‘ 

■fi.r 

(7) 

r • 

■ 

~~ U to ( ;'r " (■ 

f' q>' 




\ ' 

dTy, 


z 

• 




I?*) 


unfl iiii (lif* uutt'H* iMulihichi' (,*rlullt nijxii ^loiolxo uiid Giit^cffoii- 
geaetzto I)nu’kkriift(‘, 

I)i<‘ gf'guu {ii(* iMiiljliicljB wirktsn(l((ii Drucklcriifto siiid also 
fcung(‘ntiHl. Ihrt' \ rrthfilung ulu*r din Fliicdion ist aber orat 
Ijekamit, wnnu diti Function 91 bostimnit ist. 

Die Iviiiftc A, }, din Huf dio obiiri^ FiidfUlcho wirkcii, gcdinn 
ein DrelmngHinoiucnt M in Htr/.ug auf dio Stabaxo, und aiif dor 
uiitcrcii Kndtiiichc erbiilt man nin gloichoH, alasr ontgogongcHotztos 
Moment, ho dass sic nich um .starrun Stabo aiiflusben wiirdon. 
Die (friisHt? ili«‘H(<H DreimiigHuioimmU'H ist, wenn dq oin I'domont 
der (bi‘*t‘«‘’J»tuttHilaeiu‘ b«‘deutet, und din Integration i'lbor dio 
gauze Fliicbe den Diterschnittcm aUHgetUdint wird, 

M I (£ V If X)dq 


f8 


UM 




tf)dq 


r 'If 
f- tj 



und man kann iiKo m sa beHtiminoii, dasH diemos Mo¬ 
ment J/ eiiien gi‘g(*ben(‘n Wc^rtli hat. 

In tleii wirklieii vorkonuncuiden Fallon dor Torsion oinos 
Stabes wird man kaum je in der Lago soin, dio Vorthoilung don 
Druekos iiber di*‘ F,ri«lfifieben genau zu hrmtiminen; wirkliob Ihj- 
stirnmbar wird immer nnr die lle,«nltante hcuu. Wenn wir aber 
die Druckkriift*% lad Featbaltung der IlcJHultanton, andors iiber 
dio Fndilaebmi vertlmib'n, so wird '/.war iin ganzem Stabo dor 
Zustand geiindert, die Aenderung wird abnr, wtnin din DiLiigo dea 
StabeM groHH i^t im Vergleieb zu Hoitien Quc^rdimoiiHionen, nur in 
der Nlihe dm* Kinlen imu'kliedi Hein. Daruin wird man dit^ Rosul- 
tiite der Saint Viuuuit'Hedien Tbeorie, trot/, dor unbokaunton 
Vertbcdlnng d«*M Druekes auf the Ftulfilbdieu, docb ak (uno guto 
Anniiberung an dio Fiilbi der Wirklitdikeit betrachton dllrfoii i). 

‘1 Bei der 8.1lgrineineM Haint Veimnt’Kdusn Thacrie, dio auBser dor 
Torsion mvh n<*idi dw WiBgiing lieriiokiiobtigt, warden Btatt dtir oitum 
Coaitanlf! m cleren urcks eingeftihrt. Biete iich no beutimitioii, daB8 

dis Wiullireritk Kraft itnd cki ritultiwmdi Brehunpmornonfc der Druek- 
kriftii anf ein#o der ifeliebigi Wftrthe erbalten. 


12* 
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Neunter Absclmitt. 


§• 71. 


Die Druckcomponcnten Ig gcbcai aiissor doin Drolumgs- 
moment M aucli nocli eine resultirende Kraft, dorcai Coinpoiuuiteii 



sind, und diese ergiebt, wenii sie riiclit verstdiwindid., riu Kriifte- 
paar, dessen Hebelarm die Stal)liinge ist. Di(‘ Wirkung diosi's 
Kraftepaares muss durcli eiii aiisseres IHiidi’rniss, 7 ,. Ik di(', Pk‘.~ 
festigung zweier Punktc, aufgelioben werdcai. In vichni Filllen, 
z. B. wenn die Querscbiiittscurve zwei oder nu‘lir Syniniftricdiiiicu 
hat, verschwiiiden die Kriifte X', Y' und das (Heicligciwirdit kanii 
auch ohne Befestiguiig bestehcn. 


§. 71. 

Zuriickfubrung auf die Function enthc’orie. 


Die definitive Lcisung des TorsionsjiroblcniH in I'irunn bo- 
stimmtcii Falle, d. li. fur cine bcstirnnite (rcslnlt dcH Qum’HchnitteH. 
ist im vorigen Parugrapben auf die Difleri'ntialglficbuiig: 


( 1 ) 


o'^cp 

dx'^ 


mit der Grenzbediiigung: 


(p 




( 2 ) 


“ COS {nx) "f" ~ cos (ny) 


•y cos(«r) xv(m{ny) —• 0 


zuriickgefubrt, und weist also auf die Phoorie dor Functioncn 
eines complexen Argumentes bin. Dio Gleichung (1) In’Hngt niirn- 
licb, dass 9? der reelle Theil eirror B’unctioii 


(3) if 

des complexen Argumentes 

0 X ty 

ist (wobei das jetzige 0 niclit mit der dritten Goordinato m ver- 
wecliseln ist). Der Grenzbedingung (2), die sicb auf die Begranzimgs- 
linie des Querschnittes, also auf eine in der xy~K\mx\o gesohlossene 
Linie beziebt, konnen wir auch eine andere Gestalt gcibon, durch 
die sie vereinfaoht wird. 

Wir bezeichnen mit a die anf der Begrenzung geraessene 
Bogenlange, positiv in dem binne gerechnst, dass die positivon 















§. 71. 


/uruckliihriiuf^ atif die Kinict.innontheorie. 


IHl 


(In zn dt'ii pohilivfii ds so wit* die; positivo .'t'-Axci zur 

positivt*!! //-Ax(‘. Daitn ist, wuiin wir y in dor Nillio doH JUukIoh 
jiIk Functionon von h, .s hotmolttru (Fijj;. l:i): 


( j' 

(' n 


(4) 

ausHordoiu ist. 

(5) 


f’!f 


t s 


vnsiHj), 


t (p 

t J' 


(’ ijf 

('ll ' 


uud OH I'l'ilioht Hioh ulnti ans (2); 


odor 

(«) 


f (It 

(if c H 


f‘ (/' ( ' .1' 

('X 


1 // 

f X 

c n 

s 

(' 9 

r tp 


( x' 

(1/ 

If . 



COS (n?/); 


r H 


( U' 
(' s 


I ( (j:;'-* I 1 / 3 ) 


(JH 


Hotzoii wir 


“ X* ”} If- 


KO 


ktimioii wir dio Ctloio.liung (0) in Bozitft 
auf a intogriroti uud orhalteu, worm a eino 
(buHtaiiB* Innloutot 


(7) .. r. 

Dio Fuiirtiotj 4 * gtuiiigt atWHordeni d«r~ 
itdhoti DiHdroutittlgiidrlmuic wio 9, nlimlioh: 


Fig. 1.*}. 


(8, 4- ... 

and wir liiibon fikf» dioso GUdclmutf untor dor Voraussotzunff zu 



intogriron^ diwn f am liandti dio dutch (7) gogoboncui Wortlio 
Imi Dill Aiifgitki iit also zurllckgeflihrt auf dio BoHtiinmung 
«in«s logarithifiiicbiiii I*ot®nfcittli bolgogoboneu Hand- 
wertbou, die wir in §, llKI f. und §. 170 f. dan orston Dandos 
bchftridelt hfdwm. 

Bulnt Vouant bat aber flir ditwen Problem omen andoron 
Weg iingest’blilfen, dir s»br fruoMbar an ednfftohen und aimohaU” 
liebiu Hisultoten ht DiiJior Wi*g beitolifc darin, da«8 man llbor 
die Funetiem % iiinii idnfacdii Animhme rnacht, und daiiri aiis dor 
Cirttizbodingung (7) di« tlistalt doi Queraclmittcs ableitot, fiir 
di® dies® Aunabtttu eiti© Dekung giebt. Wir gobsn dafiir iin 
Folgotiden ain ©infacbes Dewpifil. 
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Neunter Abschnitt. 


72 . 


§. 72. 

B e i s p i e 1, 

Nehmen wir zunachst % — const., so ergiebt die Grenz- 
bedingung §.71 (7) einen kreisformigen Querschnitt. Die Glei- 
cbung §. 70 (2) zeigt, dass die Verschiebung in der Eicbtimg 
der Stabaxe, to, liber den ganzen Querschnitt constant ist. 

Fiir die Druckcomponenten Yz erhalten wir aus §.70(4): 

If) 

Xz = — iicay, Yz = iicox, 
und daraus die Eesultante 

Sz — -|- Y'z ~ n CO rK 

Diese Kraft stelit senkrecht auf dem Radius r. Sie wirkt 
in der Ebene des Querschnittes auf Zerreissung des Stabes, und 
wird die scheerende Kraft genannt. Wir wollen sie auch 
kurz als Spannung bezeiclinen. Die Sjpannung wachst also in 
diesem Falle mit r und ist am grossten an der Peripherie. 

Wir wollen ferner fiir % eine Potenz yon 0 nehmen: 

(1) X = — 

worin a ein constanter Factor und m eine ganze positive Zahl 
ist. Den Factor a konnen wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
reell und positiv annehmen. Es ergiebt sich daraus, wenii wir 
Polarcoordinaten r, O’ einfllhren und 


(2) 

setzen: 

^ = re‘^^ 


(3) 

(p = ar'^ sinmO, z=z - 

- ar’" cosmO 


und es ist also die Verschiebung in der Richtung der Stabaxe: 
(4) w = acor'^ sin m O. 

Nehmen wir a a. positiv an, so ist die Ddformation des 
Querschnittes hier so beschaffen, dass vom Nullpunkt 2 m Strahlen 
auslaufen, in denen die Verriickung gleich Null ist, und in den 
2w Sectoren, die hierdurch gebildet werden, ist to abwechselnd 
positiv und negativ. 

Fiir die Componenten der Spannung erhalten wir nach 
§. 70 (4): 









MllilttiHc.hcr <1*utifHclin 1 tt. 
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,V 




U 6) 


fl U) 


( (fi 
( ,1' 
rrn 

f // ^ 


#4 W f) (f “ — 2 Ip) 
2 f'// 

(.) f! fr^-- 2 i/>) 
2 f).r 


111(1 mil Uiickhiclii unf 


f (p 
( X 


f(f 


X. 


(• If 

i ■ 


(■qt 
( x 


. Cl}’ 


<}% . 

' ‘('X (iz‘’ 

»-■'I 

|tw(rsiufl ■ /rt'osfl-1 inuir'" iltu>sfm ■•])'& | /sin —• I) 1) ], 




itlsti; 

[(I) 


X. - ~ — ft w jr sin tl a ill ?■'" ‘ sin (m.hill, 

Vj ' ’ /t (*> (r f«is II I amr^' * (uih( wi1)t)'|, 

uiid W(‘im mull tliirauH die IlcKultantn X, liildot; 
ll) ] X'i f r| |ii 0) I'r* ^ \ '2amr'^ con md'. 

IHn Sjinumini^ kiinn in {'ins^nlncn Punkton =:= 0 stiin. In 
dit'Hnn l*iinkti*!t muHK X* 0, T® 0 .Boin. Kh Hndot dios 
cniwtnltn* wmin r - - (J iirid m » 1 int, ako in dor Stak- 
axt», nder in Pmiktmi, in deimii sin w# t-" {), (•ohwI)' = 1, ako 

, 1 , ^ d?r (2wi — l)?r 

m M m 

nnd 

I)i« Sjnuinung int Itcn glnichbliubondom r nin Maximum, wonn 
c’osw# * 1 iMt, iilan tad 

2w iK i2m—2)n 

m ’ m ’ m 

Difth Maximum hat den Wurth 
(11) Hm |t»(f + 

mid wiirhst alw rnit waeliMndem r. 


(lUj 


11 


0. 


§, IX 

KIU|Hisnilir Qu 0 rHchnitt. 

Die Ilngrmnsung dis vorigon 

Paragriiphtm angmwmmtme Furmtion % die Idkung gblit, erhIUt 
man aus der (lleichung 71 (7)i 



][34 Neunter Absclinitt. §. 7^, 

also fur imscrc Annahme, §. 72 (8): 

(1) r2 -|- 2a>'"‘ cosjuif = c. 

Fur den einfachsten Fall m = 1 crhalt man 

(2) x'^ -f- y'^ + 2ax = c, 

also einen kreisfdrmigen Querschiiitt, bci dem. dio Stali- 
axG aber niclit im Mittelpiinkte lic'.gt. Dio scheerondo Kraft ist 
nach §. 72 (7) 

Ss ==: CO y (a; -j-' "I ' ?/'■*’ 

also in concentrisclien Kreisen constant und an der l‘eripUerio 
am grossten', ebenso wie in dem Fallo des constanteii 

Fiir m = 2 ergiebt sich als Gronzo fiir don Querscliniti 
ans (1) 

(3) ' (1 -f 2 a) - {-- (1 — 2 a) = c. 

Da die Curve gosclilossoB sciii muss, so kann dies iiiir oino 
Ellipse sein. Es muss also, da wir a i)()sitiv angenommen luibon, 
c positiv und 2 a ■< 1 sein. Dann sind dio Ilalbaxen dioser 
Ellipse 

(4) «=]/rfia- 

Fig. 14 . kdnnon also durch Verfuguiig ubor a 

® und c beliebig vorgeschriebeno Werthe luiben. 

Fiir die Verschicibung iv ergiebt sich aus 

§■ 72 (4) 

( 6 ) w o:kp = Qiacoxy, 

und die Gurven einos constaiiton lo sind 
gleicliseitigo flyperboln. In den Axon der 
Ellipse ist u? = 0 und in den vior Quadranteii 
abwGchselnd positiv imd negativ. Fiir die 
Spannung erhalt man nach §. 72, (6), (7) 

(6) Xa = — g CD (1 — 2a)y, Fg =r g, cj (I 2 a) x 

( 7 ) 5, = gojc'|/^ + ^- 

DieLinien gloicher Spannung sind also hier Ehnliche Flllipaen, 


Fig. 14 . 
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§• 

stiirksteii (lurch dies Spanuuug buansjiruchtc Kanor nicht am Kud- 
punkt(5 (k*r grosacu, Houclorn am K ii d p u n k t e d u r k 1 e i n C! ii 
A X (• 1 i (• g t. 


i?. 74 . 

(laiiuc. lirti'. »Sii uli'.n. 

Wcnii in dmn llcispicjl d(‘H 72 ni 2 ,iHt, so giclit cs 
Punkto in d(‘r hhiorsclmitiHtdunic, in dciuui die Spiiunung gloic.h 
Null wird, und wir kiiiunm dh* (loiislantcii in dcr (ihdcdiuiig der 
(inmzfurvt* 

(IJ • 2(/. 

80 l)CKtimnmn, dass cUchc I’unkto auf dcr (Jiamzti liogen. Dioso 
Punkta Hind dann, wit? man huh dt‘r (Htsiclumg §. 72 (5) (sraitdit, 
Doppolpunkto dcr Curve ( 1 ) und wertUm «ich uIho an tloin 
Btfiht? eIh acliarfe Kan ten darntolksn. Das Boinpitd dcH §.72 
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Neunter Abschuitt. 


§. 74. 


Fiir m = 3 und m = 4 hat die Curve, bei dem AVerthe (3) 
der Constante c, drei oder vier Doppelpunkte, und muss in 
diesen beiden Fallen in Ourven niedrigeren Grades zerfallen, 

Fiir m ~ 3 erbalt man c ■= l/27a2 und folglich wird die 
Gleicliung der Grenzlinie: 

-f 2/2) -j- — 3xy^) — 1 = 0, 

die sich in die drei Gleichungen: 

1 — 6 ax = 0, 

(5) 1 -f-San;-j-3 V3a2/ = 0, 

1 -j- Bax — B^Bay = 0 

zerlegen lasst. Man erbalt also einen dreikantigen Stab, dessen 
Quersclinitt ein gleicliseitiges Dreieck ist. (Fig. 15.) 


Fig. 15. Fig. 16. 



Fiir m — 4 zerfallt die Curve (4) in zwei Hyperbeln (Fig. 16), 
die man leicht auf folgende Weise eidialt. Es ist bier c = l/8a 
und also nach (2): 

IGa^r^ cos 4-O’ -)- 8ar2 = 

und durch Auflosung dieser fiir quadratischen Gleicbung; 

(6) 4 ar2 cos 4'8’= — 1 icos 2'8’. 

Es ist aber 

co 84'8’ = (1/2 cos2'8' -)- 1) (1/2 cos2O’ — 1), 
und daher nacb (6): • 

4 ar 2 (^1 J 21/2 cos 2 O’) = 1, 

Oder in recbtwinkligen Coordinaten: 

(7) + 













(’an ui‘l irlf Saulon, 


1S7 


i'.wt'i ciiiignumtts Hypcn’lioln darf^i'HUillt niiul, die urn !)0“ 
iiaiuhu' ] 4 <‘dreht siud, dif^ nicdi in vior rcudlon Puiikteu 
ii. In dicHini HtdinitipunkUni ist a'- ~ und filr ibro 
iii|^ voin (’oordiimti'n-AnfangHpuiikt (ndialt man 


1 



r«*«db* Axi* /i d(*r Hypcirbcdn crlialt man ans (7j, wuiin 
»dar >/ ' i) Hidzt: 

, 1 « 
p • 

' ]- VM r- 

s Maximum « von r IkI ako un|i;(d‘iUir I'/giiml ho groHH 
Minimnm fl 


Zehnter Abschnitt. 


Druck auf eine elastisclie Unterlage. 


§• ' 75 . 

Grleichgewicbt eines von einer nnendlichen Ebene 
begrenzten Korpers. 

Wir denken uns einen elastischen Korper, der von einer 
Ebene, die wir zur rr^z-Ebene nehmen, einseitig begrenzt ist, 
sonst aber keirie Begrenzung hat. Gregen diese Flache sollen 
aussere Flachendrucke wirken. Von ausseren Volumkraften sehen 
wir wieder ab. Gegen das Innere des Korpers wollen wir 0 
positiv nehmen. Im Unendlichen soil der Korper in seinem 
nathrlichen Znstande verharren, was dadurch ansgedriickt sei, 
dass die Deformationscomponehten u, v, io im Unendlichen so 
verschwinden, dass 

( 1 ) Ru, Rv^ 

wenn R die Entfernung eines veranderlichen Punktes von einem 
festen Pimkte bedentet, mit unendlich wachsendem R endlich 
bleiben. 

Der Gleichgewichtszustand ist eindentig bestimmt, wenn an 
der Oberhache ^ = 0 noch die Componenten der Flachenkrafte 

(2) F= z = z, 

gegeben sind. Ebenso ist aber auch das Problem bestimmt, wenn 
fiir ^ = 0 die Componenten der Verschiebnng 

(3) w, V, IV 

gegeben sind, oder noch allgemeiner, es ist bestimmt, wenn von 
jedem der drei Paare 




70 . t*«*r r.Miri.T'«.*hr 1 '. KunUun. zweior Variah]eii. 


189 


(4J A'., /<: 1 , /•; w 

fine (iriisM' fiir • a isj (^. o.). 

Ihth i’rol.li'iH i-.t, i^Bir.Kt von BouHsinesq i) durch 

Aiiwonthm^^ dor ’{‘hcnrif dor 1‘otoniiulo, auf ando.rem Wege von 
Coniti*} uiitor Bonutzuug voii Silicon, dio, man Bottia) verdankt, 
uaolj (dnor Motlmdo. dio init (h-r (Jrcio.n’Hcliou Motliode in dor 
B<»tfiitialBiouri«* \orwaiidt int (Btl. I, §. !)7j, Wir wollen hier 
eiiioii undoron Wo|; goiimi, iiidoin wir dio Fourier’schc Me- 
thodo tior p.'irtioulurt'ii Lf'iKuiigon anwomlGii. 

Dazu wfdlon wir /iiniiohst, don Fourit'r’Kclion Lelirsatz fiir 
Funoti«»rn*it voii zwoi Varialdon, d(;r hior luigewendot werdon muss, 
in oino fur ditso Auwondiing gocdgneto Form bringon. 


§. 7 ( 5 . 

Bor Fdurior'Holio LohrMatz I’Ur Functionoii zwoior 

V ari ablon, 


Wir haboii in 17 fb‘M t*r«tou Bandcm fiir oiiie winkiirliclie 
Fiuiotittn J'iJi oiuor Varirildon x din Formol (0) abgoloitot, in 
dor wir jot7.t dio Imti^gratiousvariable mit ^ statt init I bo- 
zoic*hiioii.‘ 

(1) /(.ri - I j ,/« 

mid dft iinifT di-tii Integral in Bozug iiuf a tdno gorado Function 
van a itidil, m kdniioii wir dafllr auch soteon: 

i # s « 

(2) / (-^'i ' I « J J (1)««« «~ I) d I 


F«ii lit al»i*r amdi 

4 4 ^ 

dm J / (I) — 

. m 


iliitttiiwtig. Ap|ill<»tl»ai« dot poteatiok cUreotoB, inversoB, loga- 

rllh«bjtt«*. Ftrit l?#S. 

*1 Rterolto isitorao ftU'equilibrio de oorpi olastioi isoiropi. 

Awatiowiii tl«i liittwl 

11*1 ttI, Miiow Bimeuto W7S. 
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Zelmter Abschnitt. 


§. 77. 


da hier eine ungerade Function von cc unter dem Integralzeiclien 
steht, und wenn wir also (3) mit i = multipliciren und 

zu (2) addiren, so folgt; 

+ «) “ 

(4) /(a;) = — j 

-—GO — 00 

Es liange nun f {po) ausser von x nocli von einer zweiten 
Variablen y ab, es sei also 

(5) f{oc) =f(x, y\ /(I) =/(l, y). 

Dann erhalten wir, wenn wir die Formel (4) auf/(|, y\ als 
Function von y betrachtet, anwenden: 

+ 00 +00 

(6) /«. j/) = ^ I j/(j, n)emy-<i> dn, 

•— CO —-GO 

und wenn wir dies in (4) substituiren, so erhalten wir den 
Fourier’schen Lehrsatz fiir zwei Variable in der Form: 

(7) • /(^, y) = 

00 OO 00 *4” 00 

j* j*y (I,'jy) —d I dij, 

- GO - 00 - 00 - GO 

und diese Formel lasst sich durch dasselbe Verfahren auf Func- 
tionen einer beliebigen Anzahl von Variablen ausdehnen. 

Wendet man die Formel (7) auf zwei Functionen /i (^, 2/), 
/a (a;, y) an, multiplicirt die zweite mit i und addirt sie zu der 
ersten, so ergiebt sich, dass (7) auch fiir imaginare Functionen 

/ (^, y) = fx y) H- y) 

giiltig bleibt. 


§. 77. 

Darstellung der Verriickungen w, w durch Doppel- 

integrale. 

Wenn wir mit X, Z die Componenten des gegen die 
Flache z = 0 gerichteten ausseren Druckes bezeichnen, so haben 
wir, weil jetzt die innere Normale mit der Richtung der posi- 
tiven 0 -kxe zusammenfallt, nach §. 60 (11) fiir die Flache ^ = 0 

X, = - X, f; = - r, X. = - X, 
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Jj* iler Vcrriickungen, 

iinil das ill §. 75 gcHtollto I'roliknu crliiLlt nach §. 65 (17). 
fol^iMiih'ii Ausilnu'k: 

Ks a, r, ir al.s Kiuictionon der Coordinateii 

.r, //, r iitr |Misiiiv«> und lUr alio a;, y bostimmt wer- 
iloii, hO tluHs iUifrall im Innoron diosos Gobiote.s die 
Dir f e r <• u t i a I g 1 1 * i c h u n g o ii 




1 .r ' r 11 ■ f.'j’ 


(1) 


f M , 

(A • Pi 1 yJu — 0, 

lA ; p) 4- p..7 0, 



} /O ^ — 0 

( £ 


erfiillt 

Hiiub und tians, wonu fUr ^ rrr 0 



U “ 

1. Y 1 

f , A, - ' p 1 ~ ^ 1 

\u M t) ^ J 


(2) 

l, 

- r. ^ (lii! = 

^ \d y ’ d 0/ 



ir 

■ It; ;i'. ■ - AM + 

- 


gfst’tjf.t wird, vi»ii jadom dor drei Fuiictiononpaare U, X\ 
K F; W'", tnttp ahii* gagoboiio Function von x, y sei. 

AuHsordoin aolltiu a, w, fur unondliclie Werthe 
von X, y iind filr unendlicli grosno positive Wertlie von 

£ v«*r«ohwindi}n. 

Dll die* l)iffi*rt!iititdgleichungon (1) linoar sind, so kann man 
luw ttiidirfiri’ii parlicularen Ldaungen Vi, W{\ t« 2 , Wg. . . 
allgomidnero Liigiingon 

(8) II rss II, tig V iij -f w = 10^ -|- ~|- 

^u«rnm<inw*tMn,uiid wenn man unendlioh viele partioulareLosungen 
hat, »o kaim roan auf dieasm Wage Losungen, je nach Um- 
iti.tulen in (lestait von nnendlichen Reihen odor von bestimmten 
Integmliuj ableiten. Efi koramt also jetzt zunliobst darauf an, 
geeignet© particular© liliungen zu findon, die noch die binlang- 
Itebe Anmltl ttnbuitlinmtor Parameter onthalten, dass man auch 
den (trenzbedingtingen genllgen kann. 
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Zehnter Absclinitt. 


§. 77. 

Ein solclies particulares Integral finden wir durcli die An- 
nahme: 

u = (a 

( 4 ) v ~ (p + 

— (c -j- illy 

worin a, &, c, a, /3, y, h Constanten siiid, iiber die nock nahere 
Bestimmungen getroffen werden sollen. Wir nehmen zunackst 
die Relation zwiscken cc, /3, y an: 

(5) 0i2 /32 -]- y2 — 0 

nnd erkalten: 

(6) @ — \a h ^ {c h) y] i + /? y + y 2 ) 

und ferner; 

(7) =—27^/3 *+^ 2 /+ 

Jiv := — 2 + + 

Setzt man diese Ausdriioke in die DifFerentialgleickungen (1) 
ein, so findet man, dass diese alle drei befriedigt sind, wenn man 
zwiscken den Constanten die Relation annimmt: 

^8) - (A —]— 3 Jby := (J\. —|— (ci C6 —j— 6 ^ •—j— c 

wodarck h als Function der iikrigen Constanten bestimmt ist. 
Wir nehmen a und /3 reell an und setzen nack (5) 

(9) y = y oc 2 _f_ ^ 2 ^ 

worin das positive Zeichen der Wurzel genomrnen ist, damit 
-y, w fiir .s = -j- co versckwinden. Wir setzen dann 

a = AL(a, (5)dcid^~Adcx,dp, 

(10) b — B{a, ^)dK d — Bdct 

c = Cfi)da d^ = Cda d 

und verstehen unter At, J5, C willkiirlicbe Functionen der Argu- 
mente a, /3, ferner setzen wir 

(11) h = H (a, /3) da d^ = Hda 
und nack (8) 


( 12 ) 


yH = 













Jj. 7H. 


dor willkurlichcn Kunctiouoii. 
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Diuiii iTgchuii Hi(di aus ( I) nllgemoiiio Ausdrlicke fiir w, v, w: 


11 « d ji (A + i oi 11 z) rl ^ 


iy 1 )'«) 


(13) t' — j j « (/ (i ( /i 4- ■?’ /I // c »* ■* ^ , 

! to 

//' ” ■ I j (/« dfi{{! - ) - '/y Hz') 

Dio Functioncn A. (' uiul folglich auc.h // wc.rdcn iiu All- 
coniph'x sciii, wiihroiid dodi «, >\ w in ( 13 j reoll Koin 
miiHHon. Di«'s wird uiitcr ffdgondor Voraus.soteuiig oiiitroton; 

Die Funetiorieii J (- >«, -/i), //(»—«, —r-(—a, — fl) 
Hollen eoiijugirt iiuaginiir init A{a^ /3j, J/(«, /j), (](a^ (i) 
Hoin (tclor andorH auagculriiokt, dio roollon Thoile dioKor 
Furictionc'n fiollen gc'rado, dio iraaginliron 1’hoilo ini- 
gerado FunctdoHini voa a, fi soin. 

Kk orgiehfc aicdi daiin atia (12), dase dioaelbe Eigoiiscliaft aiich 
dtsn Funotiouen /«//, ifill, iy II und folglioli niicli den Fiiiic- 


«, ft durch —-- ft otaokou kann. Folglich sind die in (18) 
filr «, i>, if) gegtshenen Ausdrlicke reoll. 


§. 78. 

BeHtiriimung der willkllrlic3h0n Funotionon. 

Bind dio Funetionen J., li, C bestimmt, so iat unscro Auf- 
gabo vollitEndig gsldst Diese Bestiramimg iat nun sohr oinfacdi, 
wenn wir annebmen, dass an dor OberHacIie 0 = 0 die Ver- 
schiebungen «, th to selbst gegeben soion: 

(1) ti e=; U{x^ D =r F {x, y), w = FF (x, y). 

Sifiwatiti-Wfbfir, pRrtlell# niKwwtialffWohttBffen. II. 18 
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Zehnter Absclinitt. 


§. 77. 

Ein solches particulares Integral finden wir durch die An- 
nahme: 

u = (a + 

( 4 ) V — (b + + 

w = {c 

worin a, &, c, a, /3, y, h Constanten sind, iiber die nocli nahere 
Bestimmungen getroffen werden sollen. Wir nelimen zunachst 
die Relation zwischen «, /3, y an: 

(5) ^2 _j_ y2 ^ 0 
nnd erhalten: 

(6) 0 = [a « 4- 613 -f- (c + h) y] i+ + 

nnd ferner: 

= _ 27iOiyel(“^ + /^2/+y"^ 

(7) = ~ 2/i|3y+ + 

— —27^yye'4“^ + ,«2/ + y^). 

Setzt man diese Ansdriicke in die Differentialgleicliungen (1) 
ein, so findet man, dass diese alle drei befriedigt sind, wenn man 
zwischen den Constanten die Relation annimmt: 

(8) — (A -j- 3ft )by = 4 + (a« 4- 6^ 4- cy), 

wodurcb. h als Ennction der iibrigen Constanten bestimmt ist. 
Wir nehmen a und /3 re ell an und setzen nach (5) 

( 9 ) y = i y «2 4 . 42 ^ 

worm das positive Zeicben der Wnrzel genommen ist, damit 
w fiir 0 = -\- CO verschwinden, Wir setzen dann 

a = A(Di^ ^)dcid^ — Adcid^, 

(10) b = B(a, ^)dc)c d^ ~ JBdoc d 13^ 
cz=C(a^^)dad^=Cda,d(5, 

und verstehen unter J., C willklirliche Functionen der Argu- 
mente /3, ferner setzen wir 

(11) h = H {a, (3) da d^ ~ JSda c?/3, 
und nach (8) 


( 12 ) yH = 














if. 7H. 


Hc.stimiiiunix dor willkurliolicn Fuiictionen. 
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Diitiii (‘rgtdjon Bioli uuk fl) AuHtlriicke fur it, w: 


I If 


[dadiiiA + 




(13) V — j j dci dii(Ii -\~ i(i 7/^') e*-i Jv i >v")^ 

! ft, *■ 

IV : j j « (7/1(7 ..j . 7 y Uz) 0 *•'= > d !' i 

Die Fuut’tioiu'ii /I, //, 7'nntl folglich auc.h 77 wc-rdon im All- 
genuant'U compli-s sidn, wiiliri'ud docdi /(, r, h.’ in (13) rtudl nein 
muHKen. Dies wird nntor folgemlor VnmuHHotzung (untroten: 

Die Fiinrtionon A{ -a, - /I), //(—a, —/3}, 7-(—a, -~/l) 
sollt'u cnnjugirt inuiginar niit A(a,, ft), /7(ot, ft), (J(a, ft) 
Ht*in Oder anderH aiiHgculrUrkt, die reellou Tlioile dioHor 
Func.tiont'ii Rollen gerade, die imaginilren Thoilo un- 
gorade Functiomm von a, ft Boiii. 

Kk orgitdit Kic’h dami aua (12), daKS dioBolbo Fligonsciliaft aucli 
dnn Fuiictionen /«//, iftll, iy II und ftdglioli auoh don Fimc- 
tioncn 

A d iaih, B I iftlh, (/.[- iyllg 

:gukomrnt DarmiH ergiobt Hidi abor, dasB die AuHdriicko (13) 
ungoandort bloibon, worm man i durch -—7 oraotist, woil man 
gloiidnsoitig imtcr dom Integrakoichon die IiitogrationavariabUm 
a, ft durch - • ft ernotmi kanu. Folglich aiiid dio in (18) 

fiir it, V, 1(1 gogobmnm Aumlrlicko rooll 


§, 78. 

Bestimmung der willkllrlichon B'unctionen. 

Sind dio Functionen A^ B, G bestimmt, so iat unsoro Auf- 
gabti vollit&ndig gelBst. Dias© Bestimmimg iat nun aobr oinfadi, 
wenn wir annebmen, dass an dor Oberfliicbo ^ = 0 die Ver- 
ichiebungon ii, v, m aelbst gegebon soion: 


V 
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Zehnter Abschnitt. 


§• 78 . 


Dann mlissen die A, B, G den Bedingungen genligen: 

-j- CO 

zl (w, /3) e* 2/) do!, d /3, 

4- CO 


V {X, y) = j 


(2) y — B(oi, + dad^, 


4“ CO 


W{x,y)= 0(^., ^)g4(«a3+/9j/) da d^, 


nnd die allgemeine Form el §. 76 (7) ergiebt: 

4* CO 


A{a, /3) = ^ J C7(|, + /?<!) d^drj, 


4* oo 


( 3 ) 


B(a, /3) = 


45r2 


y Ct) v) + /^’i) d^ dr}^ 


0(a, (i) = 


1 

4 5r2 


4- 00 

I TF(|, 1^)6—*C“S + /^’i) d^ d7]. 
-00 


Um die Functionen A, 5, C auch unter den in §, 75 ge- 
macbten allgemeinerenBedingujigen zn bestimmen, miissen wir die 
Ansdriicke fixr die Druckkrafte Xz^ Fz, Zz fiir ^ = 0 ableiten. 
Es ist aber nacb §. 65 (13): 


(4) 







dw 
d 8 


Wir bezeichnen diese dreiGrossen als Functionen von x, y mit 
X (ir, ?/), ^(^5 y)i • ^(,^1 y\ [§• 77 (2)]. 

Nacb §. 77 (13) ist aber (immer far ^ == 0) 














Hc*»t iiiunuitK willkurlichon Funotionen. 
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Zehnter Abscbnitt. 

§• 79. 

(9) 

J.'(a,^) = — inly A -(“ o«(U -1- S')], 
B'{a^§^) = — iy.[yB + -^)]’ 

U'(oc,/3) = — 2iyy (u + , 



und hierzTi kommt noch die Gleichung §. 77 (12): 


(10) yH= ~ {cc A^ JB y C), 

woraus man, wenn A', J5', C bekannt sind, auch A^ C\ JB. he- 
rechnen kann, oder allgemeiner aus dreien der Grossen A, (7, 
A, B\ C, H die iibrigen. 

Die Functionen A', B', O', E konnen aber ebenso aus den 
Function en _ _ _ _ 

Xix,y), T(x,ij), Z(x,y), ®(x,y) 

bestiinmt werden, wie wir im voi’igen Paragraph en A^ B^ C aus 
U, F, W bestimmt baben. Es ergiebt sich namlicb aus (6): 

+ oo 

(11) = d^dr,, . 

•— 00 

und aus (8): » 

+ CO 

J.' (oc, /3) = i j j X (I, tj) 67^^ ^ d^drj, 

— 00 
00 

(12) J5'(«, /3) = ^ jj* T(g, ij)e-i(“S + f"0 d^dTi, 

- 00 

+ » 

C'(«,/5) = ^ + dr}. 

—• 00 

§. 79. 

Eindruck eines schweren Korpers auf eine elastische 

Unterlage. 

Boussinesq hat seine Methode auf ein Problem ange- 
wandt, das wir bier aucb nocb nacb unserer Metbode behandeln 
wollen. 

Wir denken uns auf eine elastische borizontale Unterlage 
einen Stempel vom Gewicbt P aufgesetzt, den wir uns aber als 
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sfciirr YurKtollfii \vi)ll«*u (ur mtlgo efcwa aus oinem sohr viel 
8C!hw6rt‘r tlclunnirlinron StolTo biiatchon ala <lie Untorlago)* 
Dieser Kur|Hn* A' haliu die (iestalt oiiies (lyliiidcra, desaon Basia 
(dno helidiig gekriiinmtci, you der Ebeiio unendlich 

woiiiK al)weic}u‘iidis Flilche iat. Die Rand- j- 

(Uirve (J dieser Fliudie, liingn der sio an 
don Cylindeniiantcl aimtoHst, aei ebon 
and Konkreelit auf don Frxcaigeiuloii dea ' ^ 

Gylindera. 

Diese Raiideurvt! aei bin zur 'riefo k ..^ S _ 

ill die I’literlago eiiigeHiuiken. 

Die (teHtidt diT BaaiKlIilelie aoll dadurcli bestimiut ae.iii, iIuhh 
ihro ^-Ordinate, ven dta* Klasiu'- den Randea an goreehiiot, eiiio 
gogeheiie Fuuelioii nei, die am Rande gloicb Null iat. 

Weini q{ji', a) iiberall gloieli Null iat, ho iat <lie BaHiaHacho obon. 

FmlUfh woHen wir die I'rojeeiioti dor BaniH auf die a:^-Kbene 
mil K bes^eirlimui I Fig. 17). 

Wir m'lmuui alao an, (Uibh dor Kdrpor K Huinor Gontalt nach 
iinv(!rand{?rlieh wi, und daas sich die Untorbige untor doru KinlluHHo 
doH Druekm J* dor (uuHtali don KurperB gonau aiiHidilioBBt. 
DioH(^ kitetore \*orEUiKetzuug wird, namontlieh in dor Mllio dcm 


KdrperB K iiberidl nur vortieid (in dor Riohfciuig dor positiveri 
j) wirkt, wenn wir un« dor Fdrifarhheifc halbor auf don Fall oinor 
el) one a C» rundflileho do« Kdrpors K boHohrilnkon, ako ^ ^ 0 
Hct'/am, fill' dw ola»tis(dio Frobloni in dor Untorbigo die fol» 
gondon Gren^bodingungon flir s tt--. 0 : 


(1) 

X, ■ ' Cl, 

Yi =5 0 , in dor ganzon Fibono a 0 , 

(2) 

Z, r-r 0 

fuwaorhalb N, 

i^) 

ID 'T-"’. A* 

iniiorhiilb H. 


Diese (irtnixbodingungen babon dae Eigontbllmliobe, cIubh Bi(‘, 
nicht oinboitlieh fUr die gauTie Ebuno gogobon Hind, sondorn 
sioh ^urn Tbeil auf !25um Tludl auf iv boziehoii, und dieaor 
Urastand ist fiir die Integration im Allgemoinon oiiie groaBO 
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Zehnter Absch.nitt. 


§. 80. 

Schwierigkeit, Einem hierher gehorigen Falle sind wir in der 
Elektrostatik, Bd. I, §. 133, 134, begegnet, bei der Bestimmung 
des elektrischen Gleichgewichtes einer ebenen leitenden Flache, 
der eine gewisse Elektricitatsmenge mitgetheilt ist, und wir haben 
dort das Problem fiir den Fall einer elliptiscben Sclieibe gelost. 

Es ist ein hbchst bemerkenswerthes Besultat von 
Boussinesq, dass sicb das elastische Problem auf das 
erwahnte elektrostatische Problem zuriickfiibren lasst. 


k 80. 


Bedingungen fiir die willkiirlicben Functionen. 

Die Bedingungen (1) des vorigen Paragraphen, die sicb auf 
die ganze Ebene 0 = 0 bezieben, ergeben nacb §. 78 (12) 

(1) A’ = 0, B' = 0, 

und daber nacb §. 78 (9): 

yA = — a (C H\ 
yB = - 
und nacb §. 77 (5) (— y 2 ~ 

(3) aA-\- ^B = r((7 +jff), 
also nacb §.78 (10) 

(4) H = — A +Ji 
und nacb (2) 


( 2 ) 


A -|- 2 ft 


6’, 


(5) 

und nacb §.. 78 (9) 


yA = 
yB = 


ft 


A -j- 2 ft 
ft 


w (7, 
^G, 


2ift(A + ft) n 
A -1- 2 ft ^ 


A -|- 2 ft 

(6) C' = 

Es ist aber fiir 0 = 0 nacb §. 77 (13), 

4-00 

(7) iw = jj + da d/i 

— CO 

und nacb §.78 (8) 



ji. Ml. Zunittkfuhruug auf thiH cleklroBlatisoho Problem. lOy 


(H) Z 


j in X i-Uji (I jj 

i m 

' M th I ) 


4 '] • 2 |X 


Demiiarh ist dio Function (' nach §. 711 (2), (8) so zu bo- 
Btimmcn, ilass 

4 {? 

fll) j j ~ k iiinorluill) 5, 

t .♦ 

(HI) j j r.'f•***•*'‘ .^5/1 ~ 0 ausBorhall) aS', 

und dio Formol (7) crgi(d)fc dann, wenn man sio auf cinon Puiikt 
Hussorhnlh *S' anwendct, dio Kinsenkung, imd (8), auf oinen 
Punkt imicrlialh H angcswandt, den Druck, den dio Untorlago zu 
tragon hat. 

Au« 77 (18) erhalt man dann die Vorfichiobungen tt, m, w 
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Zehnter Abschnitt. 


§. SI. 

SO geniigt qy = Jccpi cler Bedingung 2. und zugleich den librigen 
Bedingiiugen 1 ., 3., 4. Die Constante Tv wird, wenn das Problem 
geldst ist, aus der Menge m der mitgetbeilten Elektricitat be- 
stimmt. 

Aus der Symmetrie der Bedingungen 1 . bis 4. ergiebt sich, 
dass cp eine gerade Function von s ist, d. h, dass 

9 {x, y^—3) = (p {x, ij, s) 

sein muss. Daher kann die Bedingung 3. auch durch die Be¬ 
dingung 

( 2 ) ^ = 0 , fur ^ — 0 , ausserbalb S 

ersetzt werden, und es geniigt, wenn (p fiir x^ositive Werthe von 
s bestimmt ist. 

Die Flacbendichtigkeit 6 der Elektricitat an einer Stelle y 
der Flache S erhalt man, weim 95 bekannt ist, aus 

(3) 2 716 = — innerhalb 8 

d s ■ 

[Bd. I, §. 134 ( 2 )j. 

Diese Function 9 liisst sich wegen der Differentialgleicliung 1 . 
nacli der Methode der particularen Losungen durch ein Integral 
darstellen; 

+ 00 

(4) 9> = II® («,/3) + 

— 00 

worin y = i und ®(«, §i) eine aus den Grenzbedingungen 

zu bestimmende Function von «, /3 ist. 

Wenn an Stelle der Bedingungen 2 ., 3 . die Function 95 in 
der ganzen Ebene ^ = 0 gegeben ware, so ware die Function ® 
durch den Fourier’ schen Lehrsatz bestimmt. So aber erhalt man 
zurBestimmung der Function ® die folgenden beiden Bedingungen: 

+ 00 

(5) 11 ® («, /?) e* ® dl /? = 7c innerhalb S, 

— 00 
-|- 00 

( 6 ) ||®(«,/3)re^(“«’ + /»y) = 0 ausserhalb G, 

- 00 

und fiir die elektrische Dichtigkeit erhalt man aus ( 3 ); 














rur k i 11 lir ii n K uuf lisus eh'ktroHlatisclie I'robloin. 
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i I j'r"*"-*'t .Ovi innorhall) 6'. 


‘II I'TsUtni alsti, in dfimn iIrh cUiktroHlatisclio Prolilom 
Fliirhc S gi'liiht int, kiiiiiHui wir {luiOi dio Function 
leu Binliugiuii'en (a), (li) giMiiass hoHiimmen. 

(Ui‘irluui^u '11 (."»), (0) Htimnu’ii aber iiiit (!)), (10) d(!S 
birni^raplu'U iibcrciii, wenn wir 

a - <£>(«, eh 

Kh fedgt ilanit HUH KO (Hj fiir den Drnck aiif oinon 
t Imien'ii vtni S 

4TCfi(Xhfi) 

k -p" <1F * 

wird eIho der Druck tnit der elcktriHchen Diditigkcit 
»mtl. I«t d o ein Fliicluinflameut von ^ und 


P j /do, ni rrs j (J do 
imnittlruck luid <li<‘ KlcklriciUitsimnigo, so ergiebt nich 


4 3T (A •) 

A f 2ffc 


m. 


Kinwnkimg w der Fliono z •* “ 0 auHHcrhalb dor go- 
Fliicliti iS erliiilt man mich ho (7) 


0 q>. 

siin*n wir dim QuerBclmitt den StompelH K krcinforniig 
ciiiinini wir illw Fonmdn aim Bd, I, §. IH4 uumitielbar an- 


r orlmltmi, wenn wir den Almlatul einoH variablou PunktoH 
r (lylindtHUxc mit r und den lladiuH doB KroiHoa mit a 
tiwi, fur die Fliichu ^ 0; 


9 


m 

a 


sin a a 

(X 


J (a r) dfi«, 




m X 
a 2 


k 


innerhalb S, 


m 


a 


, ti 

arc sm 


auaBorluilij aS, 
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(15) 

imd rach (10) 

(16) 


2 7ta'^ ’ 


X —2 pi 

m = -— f—T V 

4: TT (A. —j— jti) 


Demnach. wire! die Tiefe der Einsenkung 

fl7) — (^ -f- 

die Spannung im Inneren von 8: 

(18) • 

2 7cay — r- 

Die Spannung wird also unendlich an der Peripherie der 
eingedriickten Flache 8. Dass dies in Wirklichkeit niclit ein- 
treten kann, ist klar. Der Widerspruch lost sich aber dadurch, 
dass die Kante des driickenden Stempels in der Wirklichkeit 
nicht scharf bleihen wird. 

Fiir die Depression erhalten wir aber aus (11), (13) und 
(14) einen vollkommen stetigen Ausdruck, nanilich 


10 == 2 ^ 

8 ft (A -]- ft) a 

„„ (A -j- 2 ft) P .a 

w = - y- —r— —^ — arc sin — 

4 3t ft (A -j- ft) a r 


innerhalb S', 
ausserbalb S, 


und fur r = a geht der Ausdruck (20) in den Wertli (19) iiber. 


Die horizontalen Versebiebungen. 

Fiir die Versebiebungen w, v parallel der Ebene ^ = 0 in 
dem in §. 79 bebandelten Probleme erhalten wir aus §, 77 (13), 
wenn wir uns auf die Oberflache, d. h. auf die Ebene js = 0 be- 
schranken: 


+ «> 


V — 5 + /?!/) doed^, 


I)i<' hftrir.uxvlsiluu Verschiebungen. 
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uiul 'Wt’nii wir fiir /I, li die Ausdrucko §. 80 (5) substituiren und 

(,! rr- 0 (a, setzeii: 

I *■ 

(^) 

'■ X tifi If r 

Kun ist aiier nacli §. HI (4): 


und folglicdi 


g. " * d>(«, ^5'^' dad fi 


if it 

II ^ 0(ec, |3) e<(«® + /^y+ }'«) dad^, 


ako wenn man ^ 0 setzt: 


9 9 j 
^ d0, 
dx ' 


mill also filr m 0; 


A-H J 'd 

a 


it dw. 

^ A 4“ 2 J 


Fiir den Fall dw kpiistdrmigen Queraohiiittes ist [Bd. I, 
134 (14)|-. 

' ^ 4(A 4^ ® J ^ 


ftlK), wenn J, Ain Beopl’Bohe Function der Ordnung 1 ist 
[Bd. I, §. 69 (6)1: 

/R^ ■’ - - ($-“ 8in«aJ,(«»■)(?«, 
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§. 82. 


imd wenn wir also ic = rcosd’, y — r sin-O’ und 

(6) u — — Q cos-O’, V =■ — ^ sin -O’ 

setzen: 


(7) 


4 jc (A —|— Cl 


sin a, a 


- (a r) d 01 ^ 


und bierin bedeutet q die borizontale Verscbiebung gegen den 
Mittelpunkt bin, die, wie zu erwarten war, von S' unabbangig ist. 


Elfter Abschnitt. 


Bewegung der gespannten Saiten. 


§. 83. 

Die Differentialgleicbungen der schwingenden Saite. 

Enter den Problemen der Bewegung elastischer Korper be- 
handeln wir zunachst die schwingende Saite, fiir die wir 
die Differentialgleicbungen auf dem folgenden directen Wege er- 
balten konnen^). 

Wenn die Saite binlanglicb stark gespannt ist , so wird die 
Schwerkraft keinen merklichen Einfluss mebr auf iiire Bewegung 
haben, und wir seben also von der Wirkung der Scbwere der 
Saite ab. Dann wird die Saite in ibrer Gleicbgewicbtslage 
geradlinig sein, und wir zablen auf dieser geraden Linie die 
Abscissen x. Den Anfangspunkt, aj — 0, und den Endpunkt, 
X = I, nebmen wir zunacbst als fest an. Vor der Befestigung 
aber soil die Saite durcb ein Gewicbt P gespannt sein. Dann 
ist die Spannung in jedem Punkte = P, d. b. wenn wir uns die 
Saite an irgend einer Stelle durcbscbnitten denken, dann muss, 
um das Gleicbgewicbt zu erbalten, an jedem der beiden freien 
Enden eine Kraft von der Grosse P in der Ricbtung der Saite 
angebraobt werden. 

Wir nebmen nun ein recbtwinkliges Coordinatensystem an, 
dessen a;-Axe mit der Gleicbgewicbtslage der Saite zusammen- 
fallt, und ertbeilen einem beliebigen Punkte M mit der Abscisse a; 

Ueber die Grescbichte dieses Problems vergleiche man die Abband- 
lung von Eiemann „Ueber die Darstellbarkeit einer Function durcb eine 
trigonometriscbe Eeibe“ (Eiemann’s Werke, 2. Aufl., S. 227). 
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§. 83. 

eine Verschiebung {Mm\ deren Projectionen ^ heissen mogen. 
Wir nehmen vi^ ^ als stetige Functionen von x und von der 
Zeit t an, und ebenso sollen die Differentialquotienten 

rn ^ 21 ^ ^ 

^ ^ dx' dx' dx' dt' 0r dt 

zunacbst noch stetige Functionen von x und t sein. Wir be- 
tracbten aber ^ und ibre Differentialquotienten als unend- 

lich kleine Grossen erster Ordnung, 
deren hobere Potenzen gegen die nie- 
drigeren vernacblassigt werden konnen. 
Die Differentialquotienten nacb x sollen 
aucb mit i', ly', bezelcbnet werden, 

Wir betracbten ein Element (MM') = dx der Saite, das 
durcb die Verschiebung in (mm') = ds iibergegangen sei, und 
das Element ds schliesse mit den Coordinatenaxen die Winkel 
a, /5, y ein. Die Verschiebung (M'm') wird dann ausgedriickt 
durcb 

^-{~d^ = ^-\-^'dx 

( 2 ) 'Yl-\-d'Yl = 'Yl-\-7l'dx 

^ ^ -j- dx 

und wenn also 

(3) X -j- 7], ^ 

die Coordinaten von m sind, so sind 

(4) X -|- 7} -j- dfji) ^ -|- d^ 

die Coordinaten von m'. 

Es ist daher mit den erlaubten Vernachlassigungen 

(5) . ds = '^(dx -j- d^Y -j- dv]^ dt^ = dx(l -(- ^')- 

Die Verlangerung von dx ist also durcb ^'dx ausgedruckt. 
Es ist nun ferner nacb (3) und (4) 

(6) da; -j- d| = ds cos a, diq = ds cos/3, dg = ds cosy, 
woraus mit den erlaubten Vernacblassigungen 

(7) COSOS = 1, cos/3 = cosy = g'. 

Es ist nun die Kraft zu bestimmen, die auf das Element 
ds wirkt. Diese setzt sicb aber aus zwei Tbeilen zusammen. 
Es wirkt zunacbst auf jedes der Enden w, m' in der Kicbtung 
der Tangente, die urspriinglicbe Spannung P, und zwar in m 


Fig. 18. 



M M' 
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gegen den Nullpunkt,,in m' gegen den Endpunkt der Saite ge- 
richtet. Ausserdem aber wird durch die Verlangerung, die das 
Element erfaliren bat, eine Vergrosserung der Spannung hervor- 
gerufen, die man mit der Vergrosserung der Langeneinheit, bier 
[nacb (5)] mit proportional annimmt, und die also = JE^' zu 
setzen ist. Der Factor E drlickt die Kraft aus, die erforderlicb 
ware, um irgend ein Stuck der Saite um das Doppelte zu ver- 
langern (vorausgesetzt, dass dieses einfacbe Gesetz aucb bei so 
starken Deformationen nocb gultig ware, was naturlicb nicht der 
Fall ist) und beisst nacb §. 68 der Elasticitatsmodulus. 

Demnacb wirken an dem Punkte m die Kraftcomponenten 

X = - (p + xr) cos« = _ (p -]- En 

r = - (P + E^') cos/3 = — Pr}', 

X = _ (P -f PJ|') cosy = — Pe', 


unid an dem Punkte m' 

X' = P+XI' + + 

0 w 

Z' = PV + <2*. 


und folglicb wirken auf das Element ds die Kraftcomponenten 


E dx, 
dx^ ’ 


P dx, P • 3 —r dx. 

dx^ ’ dx'^ 


Diese Krafte miissen nun nacb dem Grundgesetz der Dynamik 
(Bd. I, §. 119) dem Producte aus der Masse (i des Elementes ds 
mit den Componenten der Beschleunigung gleich sein, also 


gleich 

( 9 ) 


^ 0^2 ’ ^ 0^2 ’ ^ dP 


' Um fi auszudrucken, bezeicbnen wir mit p das Gewicbt der 
ganzen Saite von der Lange Z; dann ist das Gewicbt des 
Elementes von der urspriinglicben Lange dx gleicb pdx'.l^ und 
wenn wir also nocb das Gewicbt der Masseneinbeit, d. L die 
Beschleunigung der Schwerkraft mit g bezeicbnen, so ist dieser 
Ausdruck gleicb folglicb 

^dx 

(10) 
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und dies lasst sich auch auf den Fall anwenden, dass die Saite 
niclit durchweg von der gleicben Dicke oder Dichte 
ist, nur ist dann j 3 /Z keine Constante, sondern eine gegebene 
Function von x. 

Danacli erhalten wir aus ( 6 ) und (7) die Gleichungen: 

dP i? 9^2’ 

nn ^ 

on _ 911. 

dP p dx^' 

Die drei Componenten 17 , t sind also in diesen Gleicbungen 

vollstandig von einander getrennt und jede von ihnen wird durcb 
eine Gleicbung der gleicben Form bestimmt. Zu ibrer voll- 
standigen Bestimmung treten nocb die Nebenbedingungen, dass 
fur X ~ 0 und x — I alle drei Componenten rj, ^ fiir jeden 
Wertb von t verscbwinden sollen, und die Bedingungen des 
Anfangszustandes, nach denen fiir t = 0 die secbs Grossen 
17 , d^/dt, dri/dt, dt/dt in gegebene Functionen von x 
iibergeben sollen. Diese letzteren Functionen sind aber nur in 
dem Intervall ( 0 , T) fiir x gegeben. 

Die Function | bestimmt die longitudinalen Scbwin- 
gungen. Diese allein bangen von der Constante J? ab, 17 und 
^ sind die beiden Componenten der transversalen Scbwingungen, 
und es geniigt, wenn wir uns in der Folge init einer von den 
drei Componenten, etwa mit 97 , bescbaftigen, fiir die wir, wenn wir 

(12) • a2 = ill 

setzen, die Differentialgleicbung erbalten: 

VP “ 0*2 

mit den Nebenbedingungen: 

(14) 97 = 0 fiir a; = 0 und x = I 

(15) 97 =f{x) I 

73^ i fiir i = 0, 0 <C <C 

(16, If = F(.) I 

Bei der homogenen Saite ist a constant, bei der inbomogenen 
eine gegebene Function von x. 


fiir t = 0, 0 <C <C 












Particulars LosuUjg’er. 
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§. 84. 


§. 84. 

Particulare Losungen, 


Wir suchen zunachst particulare Losungen der Gleichung 
(13), §. 83, indem wir fiir t] ein Product TJV einer Function TJ 
von t all ein und einer Function V von x allein setzen. Es ergiebt 
sicb dann durcb Division mit UV 


I d‘^U _(^2 V 

U~dW ~virc^‘ 


Es miissen also beide Seiten dieser Gleichung gleich einer 
und derselben Constante sein, die wir mit — bezeichnen 
wollen, so dass sich die beiden Gleichungen ergeben: 


cPV 

dP 


— — m^U 


d^V _ y 

dx'^ 


Die zweite dieser Gleichungen gehort, weiiii a eine Function 
von X ist, zu dem Typus von Differentialgleichungen, die wir in 
§. 25 f. betrachtet haben, und die dort abgeleiteten allgemeinen 
Theoreme erhalten also bier ihre physikalische Bedeutung, Wir 
wollen uns aber jetzt nur mit dem Falle beschaftigen, wo a con¬ 
stant ist, also mit der homogenen Saite. Unter dieser Voraus- 
setzung haben die vorstehenden Ditferentialgleichungen die parti- 
cularen Integrals: 

XJ z= cos m sin m t 

TT mx . mx 

V = cos —, sin — • 
a a 


Unter diesen suchep wir solche aus, die der Bedingung (14) 
in §. 83 geniigen, also fiir a: == 0 und x==l versohwinden. Dies 

wird erreicht, wenn wir F = sin—, und m == anTtfl setzen, 

cc 

worin n eine ganze Zahl ist, die positiv angenommen werden 
kann. 

Wenn man dann mit t und A noch zwei willkiirliche Con- 
stanten bezeichnet, so erhalt man ein particulares Integral der 
partiellen Differentialgleichung §. 83 (13): 

Biemann-Weter, PartieUe DifferentialgleicliungeiL. II. 
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§. 84. 


. 7C a (t — t) . nx 

^ 1 ) = A cos n -^^ sin n — 

und hierin kann n jede ganze positive Zahl bedeuten. 

Wenn die Saite nach diesem Gesetze schwingt, so ist der 
Vorgang inBezug auf dieZeit periodisch, und die Schwingungs- 
dauer ist gleich 2ljan. Der reciproke Werth der Schwin- 
gUDgsdauer heisst die Schwingungszahl: 

(2) = = [§-83, am 

und dies ist die Anzahl der Schwingungen, die in der Zeit- 
einheit (der Secimde) ausgeflihrt werden. Von dieser Zahl hangt 
die Tonhohe ab. Den tiefsten Ton, den die Saite geben kann, 
erbalt man fiir w — 1. Er heisst der Grundton der Saite. 
Die iibrigen heissen die harmonischen Obertone. Flir n=2 
erbalt man die Octave des Grundtones, fiir n = 3 die Quinte 
der Octave, fiir = 4 die zweite Octave, fiir n = 5 die grosse 
Terz der zweiten Octave. 

Der Ausdruck (1) zeigt, dass, wenn x ein Vielfaches von IJn 
ist, iJm fortdauernd = 0 bleibt. Es theilt sich so die Saite in 
n Theile, deren jedef fiir sich so schwingt, wie wenn eine Saite 
von der Lange Ijn mit ihrem Grundton schwingt. Die Theil- 
punkte dieser Strecken, deren Zahl n — 1 betriigt, heissen die 
Knotenpunkte (Fig. 19, 20). 

Die Form el (2) zeigt die Abhangigkeit der Hohe des Grund¬ 
tones von der Lange l\ der Spannung P und dem Gewicht p 
Fig. 19. Fig. 20. 



der Saite. Der Factor A heisst die Amplitude der Schwin* 

gung. Ihr Quadrat bestimmt die Starke oder Intensitat des 
Tones. 

Wenn wir mehrere Ausdriicke von der Form (1) addiren, so 
erhalten wir complicirtere Schwingungsformen der Saite, 'bei 
denen der Grundton und mehrere der harmonischen Obertone 
zusammenklingen, die ein geiibtes Obr auch wieder von ein- 
ander zu trennen weiss. Von der relativen Starke der Obertone 
hangt nach Helmholtz die Klangfarbe ab. 



§. 85 . 


Kinfiihrunp; iIc.h AufuugH'/.uHtaudetJ. 
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Uin (liese alli^(’,mGiii(‘rL'ii Hcihwiiiji.niiigBfonnen (laraustellcn, 
zerlegen wir dt'n C/osiuuH in dor Foriuol ( 1 ) uiid c'rhalteii, wonn wir 


An A C.UHn 


jr.dt 

I ’ 


i>n — A sill n 


Tcax 

I 


setzon uiid niit T die Sohwinguiigsdauor dos (Iruiidtoiics be- 
zeiclmen: 


(S) 7) — 


2 7t t 

T 


Jin sin n 


7rt'\ 

T ) 


sill n 


n X 


worin sich dio Suinino auf boliobigo Wortbo von n orstrockon 
kann. Duroli Ibistiminung dor CouHtauton An und Jin baliou 
wir daiin nooli dio MiigUohkoit, oino nnondlicbo MannigiaUiglcoit 
von AnfangfizuBtilndon zu boriickBichtigon, und wonn wir dio Aii- 
nabmo maclion, dasB dio Forrnol (H) auch noch giilfcig Hoi, wenn 
wir dio Anzald dor (iUodor uiiondlioh nolimen, so kcinnon wir 
auch noch dio Bodingungen oinos willkiirlichen AnfangBzustandos 
orfiillon. 


§. 85. 

Kinfiihrung doH AnfangBzuBtandos. 

Wir uohmon alno jotzt dio Lcisung doH hrobloniH der Hchwin- 
gondon Saito in dor Form an: 

(1) n ^ ^ f JwCOB« ^ + Jin I J I 

und vorlangon, dasa dio Cionstantou Bn so boBtimmt werdon, 
dasa dioaor Auedruck fdr ^ = 0 einen gogobonon AnfangszuBtand 
darstollo. DioBer Anfangazustand int nach §. 88 ( 16 ), (Ui) durcb 
zwei Functionou B{A) boHtimnit, ho dasn fUr t = 

0 X t 

(2) V =-/W. If = /''W 

wird. Dioao Funetionon/(«), Intervall 

(0, 1 ) gegebon. Es muss dann abor nach (1) 


14 * 
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2 A sin =/(*), 

(3) , 

'S7’ 7? • ^ T^/- \ 

>, Sin n -Y~ ~ — 

gesetzt werden. 

Hieraus lassen sich. An und Bn berechnen, wenn man nacb 
§. 33 des ersten Bandes die Functionen /(x), F{x) in Sinus- 
Reihen entwickelt. Man erhalt 


I 

An= j I / (w) sin da, 


Bn = 


xi. . . nna , 
i (a) sm—y— da. 


Die Formeln (3) gelten zunacbst nur, so lange x im Inter¬ 
val! ( 0 , T) liegt, und weun wir fiir andere Wertbe von x die 
Formeln (3) als Definition fiir/(re) und F{x) ansehen, so er- 
giebt sich 

(b) fi-= F(—x) =~F(x), 

f{co-]~2l)^f {x), F{x-^2l)= F (x\ 

und auch durch diese Functionalgleichungen sind die Functionen 
f ^ (p^) s,lle Werthe von x eindeutig bestimmt, 'wenn sie 
zwischen ^ = 0 und a; = Z gegeben sind. Aus ( 5 ) folgt 

(6) f (I-]- x) = -f(l — x), F Q x) = ~ F{1 ~ x), 

und aus der zweiten Gleichung (3) leiten wir durch Integration 
in Bezug auf x die Formel her; 

~l — = ~~ I F(x)dx -j- const. 

die dann gleichfalls, wenn die Constante richtig bestimmt wird 
worauf es bier nicht ankommt, fiir behebige x gilt. Nun lasst 
sich die Formel ( 1 ), mit Benutzung elementarer trigonometrischer 
Formeln, so darstellen: 


n — O 

H- Is 


, • n(x 

sm n -=- i. _j_ sin n — 


n(x — at) 


n{x at) 


(8) 
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und hieraus crgiebt sicli mit Iliilfo der Formelii (8) und (7) die 
folgonde Daratellung der Function yj: 

X, + at 

(!») |/(* 4- »0 + /(* - 1 + 2^, I ■f’W 

X — a t 

Diese zweite Form der Ldsiiug den ProldeiuH riihrt von 
d’Aloml)ert her, und ist alter als die dureh die, Fourior’aclie 
Reihe, di(i auf Daniel Bernoulli zuriickzufuhren ist, Wir 
habon bier die eine aus dor anderen al)g()le.itot; j(ulo(;b liisst 
sicb aucb die d’Alembert’se.lio Ldsung direct voriiiciroii. 


§. 86 . 

Discussion dor Ldsung. 

Dcir Ausdruck, den wir zulotzt fur r} gefunden habon: 

ft) h «t 

(1) =r= 1 f{x + at) +/(:« ~ at) + j F(x)d:r. 

K ' ■ at 

gonligt der Diffcrontialgloicbung §. 88 (IB) idcntiscb, wonn dio 
Functionon / (x) Uborall einon bostiinmtou zwoitcni und F (ii;) 
oinon bestimmton orston Didcreutiabiiiotiouton bat, indgon 
ilbrigona /(:r) und F(x) sein, was sio wollen. 

Die Grenzbodingung [§. 88 (14)], daas fj fiir 0 und 
X ~l vorscbwinden soil, ist durcb (1) bofriedigt, wonn f{x) und 

nd 
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gelit, wenn auch noch fix') und Fix') stetige Functionen sincl. 
Diese Voraussetzungen wollen wir also jetzt macben. 

Zunachst ziehen wir einen allgemeinen Scbluss aus der 
Formel (1). Wir setzen at = Z, d. b. wir geben in der Zeit von 
t — 0 aus um eine balbe Scbwingungsdauer des Grundtones 
vorwarts (wobei der Anfangszustand irgend ein im Verlauf der 
Bewegung eintretender Zustand sein kann). Es ist aber 

a: 4-i! 

^ F(x) dx = 0^ 

X — I 

was man obne Recbnung aus der Fig. 21 einsiebt, die den Ver¬ 
lauf der Curve y — F{x) darstellt, bei der der Flacbeninlialt 


Fig. 21. Fig. 22. 



irgend eines Stiickes, dessen Basis 2l ist, immer verschwindet. 
Daraus folgt also iuv at = 1: 

— 2 /(^ — 0] = — /(^ — ^), 

und es ist also nacb einer halben Scbwingungsdauer sowolil die 
Gestalt der Curve als die Gescbwindigkeit in doppelter Hinsicht 
umgekebrt, sowobl von rechts nacb links, als von oben nacb 
unten (Fig. 22). 

• §• 87. 

Fortscbreitende Wellen. 

Wir^ wollen nocb einen Fall betracbten, der, obwobl bei 
Saiten nicbt unmittelbar realisirbar, doch in mancber Beziehung 
lebrreicb ist. Wir wollen namlicb eine beiderseits uuendlich 
lange Saite betracbten, so dass die Grenzbedingungen wegfallen. 
Dann sind die Functionen f(x) und F (xl durch den Anfangs¬ 
zustand fiir alle Wertbe von x bestimmt, und rj ist durcb die 


§• 87: 


Fortsclireitende Wellen. 
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Formel (1), §. 86 fiir alle Zeiten bestimmt. Wir betracliten 
zwei 

I. Es sei Fix') = 0 fur alle Wertlie von a:, f (x) nur in 
einer endlicben Strecke, — a <; a; <C von Null verscMeden. 
Dann ist also; 

(1) i [/(.T + at) +/(a: — at)]- 


betracliten wir irgend einen festen Werth von t^ so liai f(x-\-at) 
nur so weit einen von Null verscliiedenen Werth, als x at 
zwischen — a und a liegt, also so lange 

( 2 ) — at — a <C. X — at a 

ist, und fix — at) ist nur claim von Null verschieden, wenn 


(3) 


at — a <i X at a. 


Wenn dalier at — a >> —at a^ d. h. at ^ a ist, so ist 
7^ = 0, wenn keine der beiden Ungleichungen ( 2 ), (3) befriedigt 
ist, also wenn entweder 


Oder 

Oder endlich 


X —at — a ■ 

— at a X Ci at — a 
at a <i X, 


und ri ist nur von Null verschieden, wenn eine der beiden (ein- 
ander ausscbliessenden) Ungleichungen (2), (3) erfiillt ist. 

Es pdanzen sich also von der anfanglich erregten Stelle aus 
nacli beiden Seiten Wellen mit der constanten Geschwindigkeit 



a und der Breite 2 a fort, deren Hdhe halb so gross ist als die 
Hohe der ursiiriinglichen Welle. Ausserhalb dieser fort- 
schreitenden Wellen befindet sich die Saite in der Gleich- 
gewichtslage. 

IL Es sei/(n?) — 0 fiir alle Werthe von x, und Fix) sei 
von Null verschieden in der Strecke — a << •< a; ausserhalb 

dieser Strecke sei auch Fix) = 0 . Dann ist 
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(4) 


2 _ 

2 a 


x + at 

F (x) d X. 


X — at 


Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder einen Werth von t 

festhalten, dass r}~0 ist, wenn x — oder wenn x -j- at<^ _cc, 

also wenn 

X — at — a oder x at -\- a. 

Ist aber x — at — a nnd x at cc, also 
— at —J— cc X at — DC 

(was voranssetzt, dass at a ist), so bat rj den constanten Werth 

+ a 

~^F(x)dx = G, 

— a 

der dnrcb den Flacheninhalt der Curve mit der Ordinate F (x) 
dargestellt werden kann. Wenn a; zwischen at — a nnd at-\- oc 

Fig. 24. 



liegt, so wird tj stetig von dem Werthe c zn Null abfallen', nnd 
ebenso, wenn x zwischen at -\- oc nnd — at — a ,liegt. " Uie 
Figur 24 veranschanlicht den Verlauf von r]. 


§. 88 . 

Unstetigkeiten. 

Wir haben in §. 86 ansdriicklicb die Forderung gestellt, 
dass die Functionen/(a;),/'(^c), F{x) stetige Functionen von x 
sein sollen. Es kommen aber in den Anwendungen Falle vor, 
die sich einem Zustande stark annaliern, in dem diese Voraus- 
setzung nicht erfiillt ist. Wir erinnern an das Beispiel der ge- 
zupften Saite, d. h. einer Saite, die etwa durch einen schmalen 
Stift seitwarts gedrangt nnd dann sich selbst iiberlassen ist. 
Dann wird die Curve y =f{x) nahezn aus zwei geraden Linien 
besteben, die in einem Punkte % unter einem Winkel an ein- 
ander stossen. In diesern Falle ist also/'(a;) unstetig. Ebenso 
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konnen wir uns vorstellen, class F{x) unstetig sei. Dagegen ist 
eine Unstetigkeit der Function/(ic) physikaliscli niclit zulassig, 
weil sonst der Zusammenhang der Saite aufgehoben ware. 

Nun zeigt uns die Betrachtung des §. 85, dass auch diese 
Falle durch die bisherige Theorie erledigt werden. Denn wenn 
wir U 118 in den Reihen §. 85 (3) auf eine beliebige, aber endliche 
Anzahl von Gliedern besckranken, so erhalteii wir die Bewegung 
der Saite, die einem stetigen Anfangszustande entspriclit, der 
sicli aber clem thatsachlich gegebenen unstetigen (der ja auch 
nur eine Annaherung an die Wirklichkeit ist) bis zu jedem Grade 
nahert, und wir werden daher auch die Formeln §. 85 (8), (9), 
die den weitereh Verlauf der Bewegung darstellen, als eine An¬ 
naherung an den wirklichen Vorgang betrachten konnen. 


Fig. 26. 


Fig. 26. 


X 



0 1 

Um nach dieser Methode 


handeln, setze man 



und man kann leicht die auf einander folgenden Gestalten der 
Saite durch eine geometrische Construction finden, wenn man 



die Curven f{x -\- at) und f(x — at) gleichzeitig zieht, und das 
Mittel zwischen ihren Ordinaten sucht; man erhalt so eine 
Gestalt der Curve, die. aus drei oder aus zwei geradlinigen 
Strecken zusammengesetzt ist. Die Fig. 26 und 27 geben zwei 
dieser Gestalten. 

Man sieht, dass sich der eine Unstetigkeitspunkt beim Be- 
ginne der Bewegung in zwei theilt, die nach vorwarts und nach 
riickwarts mit der Geschwindigkeit at fortschreiten. 
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Eine andere Behandlung dieser Probleme, bei der auf die 
Unstetigkeiten von vornherein Riicksiclit genommen ist, hat 
Christoffel gegebeni), der ans den geometrischen nnd mecbani- 
schen Bedingnngen der Aufgabe Gleichnngen fiir die Bewegung 
der Unstetigkeiten hergeleitet bat. Wir gelangen zu diesen 
Gleicbungen anf folgendem Wege. 

Es sei auf der Saite in einem bestimmten Augenblick t ein 
Punkt mit der Abscisse wo die Differentialquotienten drjjdx 
nnd drjjdt unstetig sind, und also die Curve eine Ecke 
bildet. 

Wir nnterscbeiden die Wertbe der Functionen vor und hinter 
der Unstetigkeitsstelle durcb den Index 1 und 2 (Fig. 28). Wir 
wollen nuii weiter annehmen, dass diese Unstetigkeitsstelle in dem 


Fig. 28. 



Zeitelement dt urn eine Strecke mit der Gescbwindigkeit c 
fortriicke, so dass = cdt ist, und es sei in Folge dessen der 
Unstetigkeitspunkt % in der Zeit dt nach fortgeriickt. 

Die erste der bierzu erforderlichen Bedingungen erbalten 
wir, wenn wir die Coordinate des Punktes %' in zweierlei Weise 
ausdrucken, einmal als Punkt der Curve dann als Punkt der 
Curve 712, und beides einander gleich setzen. 

Wir erbalten so 



Diese Bedingung, die die Forderung entbalt, dass die Curven 
zusammenhaugend bleiben sollen, kann auch so ausgedriickt werden, 

UntersuoFungen iiber die mit dem Fortbesteheji linearer partieller 
Differentialgleichungen vertraglicFen TTnstetigkeiten. -Annali di Matematica 
Tomo VIE (1876). 
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0 T? 0 'W 

dass die Verbindung c--j- -777 ohne Unstetigkeit iiber den 

0 00 Ov 

Punkt % hinweggelien muss. 

Die zweite Bedingung ist mecbanischer Natur, und beruht 
anf dem Satze, dass ein Kbrx^er von der Masse fi, der wabrend 
einer ■unendlich knrzen Zeit dt von einer Stosskraft Q angegriffen 
wird, eine Gescb.windigkeitszunahme von der Grbsse Qdtj^i in 
der Diclituug der Kraft erfahrt. 

Das Element der Saite, das bier eine plotzliclie Gescliwindig- 
keitsanderung erfahrt, konnen wir wegen der unendlich kleinen 
Winkel, die hier iiberall vorausgesetzt sind (§. 83), von der Lange 
d I aiinehmen, und seine Masse ft ist also gleicli [§.83 ( 10 )]. 

Da dieses Element pldtzlich von dem Theil ri^ auf den Theil 
iibergelit, so ist seine Geschwindigkeitszunalime gleicli 

\dt), 


Die Stosskraft erbalten wir, wenn wir die Spannung P am 
Anfang des Elementes in der Richtung am Ende in der 
Rich-tung angreifen lassen, und die Sumine der Componenten 
dieser beiden Krafte nach der Richtung der iq -Axe nehmen. So 
erbalten wir, da wir bei den unendlich kleinen Winkeln den 
Sinus durch die Tangente ersetzen dlirfen, fiir diese Stosskraft: 



und es ergiebt sich also nach dem angefiihrten inechanischen 
Princip die Gleichung 



'(dn\ __ 

.\di/i w^/2- 9 ^ 


also wenn wir = cdt und Pig setzen [§. 83, (12)] 


( 2 ) 




df] 

dx 


4“ 


‘'D,— 



0 19 0 

und die zweite Bedingung ist also die, dass auch 4“ 

ohne Unstetigkeit iiber den Punkt % hinweggehen muss. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


f^\ _ 451 \ 

\dxJ2 \dx/i 


= A, 


'01 ? ' 


dt/, 
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SO konnen wir die beiden gefundenen Bedingungen auch so dar- 
stellen: 

a^K+cK' —0, 

und wenn nun der Punkt % wirklich ein Unstetigkeitspunkt ist, 
also K und K' nicht beide yerschwinden, so folgt aus (3) 

(4) c = + a. 

Die Unstetigkeit riickt also mit der Gescbwindig- 
keit a entweder nacb yorwarts oder nach riickwarts, und 
aus (3) folgt nocb 

K' 

(5) ^ a. 


Wenn nun aber an einer Stelle % eine Unstetigkeit jST, K' 
beliebig gegeben ist, die der Bedingung (5) nicbt geniigt, so 
miissen wir eine solche Unstetigkeitsstelle als durch das Zu- 
sammenfallen zweier entstanden betrachten, yon denen die eine 
yorwarts, die andere riickwarts lauft. Haben diese beiden die 
Unstetigkeiten so ergeben sich zur Bestimmung 

■dieser Grossen 

+ = = 
woraus K'^ eindeutig bestimmt sind. 

Alle diese Verbaltnisse lassen sich leicht auch an den Aus- 
drtlcken fiir durch die trigonometrische Keihe, oder was das- 
selbe ist, durch die willkiirlichen Functionen nachweisen, so dass 
sich diese Ausdriicke auch bei dieser Betrachtungsweise als giiltig 
erweisen. Es ist namlich nach §, 85 (9) 

^ — at) 

2^ = af' {x-\-at) — af'(x — at) -(- F(x-j-at) F(x — at). 

U V 

Wenn also die Functionen f {x) und F{x) bei x = ^ eine 
Unstetigkeit haben, so gehen auch nach diesen Formeln, wenn 
t yon 0 an wachst, yon diesem Punkte aus je eine Unstetigkeit 
yon dri/dx und drj/dt mit der Geschwindigkeit a nach yorwarts 
und nach riickwarts, und wenn af'{x) -j-F{x) bei | stetig ist, 
yerschwindet die riickwarts laufende, und wenn — af'(x)-^F{x) 
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§. 89. Jieispiel. 

stetig ist, (lio vorwiirts laufondo Unstetigkeit. Beachtct naan 
noch, (lass dcr Aiisdruck 

~ "f" “h "h 

fiir oin feststoliondca t boi ™ | -f- stetig ist, so (‘rkennt 
man, dass die; Bcdiiiginig erfullt ist, dass von dor l)Groits nacli 
vorwiirts gewanderten Unstetigkeit nicht aljorinals oino Unstetig¬ 
keit nacli ruckwiirts liluft. Dies wlirdo nur dann dor Fall sein, 
wenn | + at = die Abscisse e.inor zwciiten UnRtotigkcutssttdlc 
von /' (.<■) und !'’(•'') wilr{i. Ks wiirdon dfinn die von | und |i 
auslaufenden Unstetiglceitswellon tdnfacli Uber eiininder liinwog 
laufon. 


§. 89. 

B eispicl. 

Wir kiinne.n in manchen Fallen die Bewogung den’ Saite 
ohne die allgemeino Theorie, init Bemitzung dor Bodingimgon, 
die im vorigen Ikiragraplum fiir die Bewegung dor Unstetigkenton 
anlgeHtL'llt sind, bestimnion. Dies soil das folgond(^ Beispied 
zcugoiL Da'/u benunke man zunilchst, dass die llauptgbnehung 
|i^. 88 (18)] idemtiseh befriedigt ist, wenn rj sowobl in Boziig aiif 
a' als in Bezug auf t linear ist. Ks bestelit dann die? Gestalt 
dor Saite in jedein Augmd)lick{^ aiis gtiradlinigon Stnadcon, Wir 


Kig, 20. 



wollen dem Fall betrachten, dass sich dio Saite nur in zwei 
Bokdic! Stroc.kcn tbeilt und also dio beistobende Gestalt bat (Fig. 29). 

Da wir den Anfangspunkt dor Zoit beliobig walilon koimen, 
80 seteen wir 

i?i — —'^i), 

^ a^il 

worin %, zwei Constanten sind, und wodurcdi der Bodingnng 
genUgt kt, dass dio Saite in den Punkton .r tr-: 0 und x ™ I fest 
sein soil. Wir bereohnen dio Abseisse | des Sr.bnittpunktoH von 
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(lem wir aiinelnnen, class or init dor cHdistuutc'u (JoHcliwindii^r. 
kcit a iiacli vorwarts 'wandorn soil. Wir orhaltc'ii | aus dor 
Gleiclmng: 

~ ^i) “ ■ -- 

und cla | cine gauze lincan* Func.tioii von t .soin iiiuhh. sci er- 
giebt sich 

— «1 r— U-i rrr a(L 

worin a eine ncuc Constanto ist. Ks folgt danii 

_ It 

‘a ' 

also I = imd aus (1) folgt nun 


(2) 


Vi “ 

..ail- 

■ at)j\ % a(l — / jOi 

und 

wenn 

wir rji 


r ./• r-r: 

1 8t!tZ(3n 

/‘.n 


n 

- u(l • 

- »<)« 

^ «G ' l)nh 



1 

= at, 


=■ ail — |i 


Es ergiebt sich aber 

aus (2) 


(4) 


dx 

ail- 

— at), 

~ a at, 
cx 

(5) 


drji 

dt 

= ~ aax. 

[ —r mail - - 
ci 

also, 

wenn 

man a 

1 = 

' at satzt. 

\ 


a 

'()X> 

Ti 

“ + 

= ««(; 


enfcsprecbend der Bedingung §. 88 (1) oder ( 2 |. 

Fiir t = 0 hat die Saite die Oleichgowklikhiicti und h«»8tidit 
nur aus der Strccke j/g. Die Geschwindigkoit wird dftiin dundi 
die Forrnel (5) bcetiramt; sie ist positiv und htsi .r - (I unitefclg. 
Wahrend nun at von 0 bis I geht, llluft der Purikt * niit dor 
in der a?-Ricbtung constanten Gescbwindigkeit a von D bi» I und 
% besclireibt einon Parabelbogen [natdi (S||. Filr mt -- I iil die 
Saite wieder goradlinig. Die Qegchwindigkcdt lit dureh die iiwte 
Forrnel (5) bestimmi Sie ist negativ und bed x I anitctig; 
von nun an geht der Endpunkt wieder zurliek, i«t aber nacdi 
unten gekehrt 

Betraohten wir noch die Bewegung eineg einielaen Punktes 
mit der Abscisse x als h'unction der Zeit^ to ergiebt iieli, daw dieser 
















§. 89. 


Beispiel. 


223 


Punkt, so lange er der Linie angehort, also wahrend at von 
0 bis oc geht, mit gleicMormiger Geschwindigkeit in die Hohe 
steigt, von da an aker, walirend at von x bis I gebt, wieder 
mit gleichformiger Geschwindigkeit bis zur Gleicbgewichtslage 


Fig. 30. 



liinabsteigt. Yon hier an wiederholt sich das Spiel nach der 
entgegengesetzten Seite. In der Figur 30 ist rj als Function von 
at dargestellt ftir ein x, das kleiner ist als \l. 

Nacli Helmholtz!) bewegt sich nahezn nach diesem Ge- 
setze die Violinsaite. Der Bogen ertheilt dem Pnnkte, in dem 
die Saite gestrichen wird, eine der Fig. 30 entsprechende Bewegnng. 

Die Lelire von der Tonempfindung, 2. Anflage, Brannscli-weig 1865. 
Wissenschaftl. AbBandlungen, Bd. 1, Leipzig 1881. Vergl. ancli Harnack, 
Math.exn. Annalen, Bd. 29, S. 486 (1887). 



Zwolfter Abschnitt. 

Die Riemann’sche Integrationsmethode. 


§. 90 . 

Allgemeine Integration der Differentialgleicbung 
der schwingenden Saite. 


Wir wollen das Problem der schwingenden Saite noch nach 
einer anderen Metliode behandeln, die uns die Losung unter 
noch allgemeineren Voraussetzungen geben wird, und die zugleich 
Anfschluss giebt hber die Grenzbedingungen, die zur vollstandigen 
Bestimmnng der Losung nothwendig und binreichend sind. 

Eiemann hat diese Metbode zuerst auf ein allgemeineres 
Problem angewandt, wie wir spater noch sehen werdeni),' 

Wir betrachten die Differentialgleicbung §. 83 (13) 


02 
d P 




02 7 } 
0 


= 0 , 


und setzen darin zur Vereinfacbung 
(1) at = y, 

so dass die Differentialgleicbung die Form annimmt; 


( 2 ) 


d^fj d^rj 

0 j/2 0 


Zur Veranschaulichung wollen wir nun x, y als recbt- 
winkelige Coordinaten in einer Ebene deuten. Dem Anfangswertb 


TJeber die Fortpflanzung ebener Luftwellen vob endlicber Schwingungs- 
weite. KiemaBn’s gesaiamelte Werke, 2. Aufl., S. 171. (Letzter AbschBitt 
dieses Werkes.) 
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i — 0 Oder y = 0 entspricht dann die x - Axe, den Enden der 
Saite X = 0 und x = l entsprechen zwei zur y-AxQ parallele 
Gerade. 

Wir wenden nun in dieser Ebene das Ganss’scbe Theorem 
in der Form an [Bd. I, §. 39, (9)]: 

j| (1^-If) = + 


worin sich das Doppelintegral liber ein Flachenstiick S erstreckt, 
in dem V stetige Functionen des Ortes sind, und das einfache 
Integral auf die Begrenzung dieses 
Flachenstiickes, was im positiven 
Sinne zu umkreisen ist. 

Darin nehmen wir 


Fig. 31. 


U-. 


^ F— ^ 

0 2 / ’ dx^ 

und setzen also diese beiden Diffe- 

rentialquotienten als stetig voraus. 

Dann folgt aus (4) und (2) 

dri 


(5) + 


dy 


dx] = 0. 



Jetzt wollen wir das Flachenstiick S folgendermaassen an- 
nehmen. Wir ziehen von einein beliebigen Punkt der die 
Coordinaten a?,, y^ haben mag, fiir den die Function p bestimmt 
werden soli, die beiden gegen die Coordinatenaxen unter 45o ge- 
neigten Geraden 


(6) X — y = xi—yy, x y Xiy^, 

und begrenzen das Gebiet S durch diese beiden Linien, und 
cine einstweilen noch unbestimmte Curve c, die diese Geraden in 
/3 treffen soli, wie die Figur 31 zeigt. 

Es ist dann dx = dy an (w, p) und dx = — 2 / an (/3, p). 

Folglich 



und es folgt also aus (5): 


Biemann-Weber, Partielle Differentialgleiohungen. n. 15 
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(7) 2^?^ = + j 2/ + , 

CC 

worin das Integral von a bis /3 liber die Curve c genommen ist. 

Hieraus ist zu sehen, dass die Function ri in dem Punkte p 
bis auf eine additive Constante eindeutig bestimmt 
ist, wenn langs der Curve c zwischen a und ^ die Diiferential- 
quotienten dyjjdx und drjjdy gegeben sind. Denn dann ist 



an der Curve c gleicbfalls gegeben, wenn der Werth von tj ausser- 
dem nocli in einem Pimkte dieser Curve gegeben ist. Man kann • 
aucb langs der Curve c die Function r] selbst nebst ihrem nach 
der Normale genommenen Differentialquotienten gegeben an- 
nehmen. Der Werth von V im Punkte p hangt bi.ernach nur 
von dem Theile der Curve ab, der zwiscbeln, oi und ^ 
verlauft. \ 

Um aber die Frage zu beantworten, in wie weitMer ge- 
fundene Ausdruck flir rjp den Bedingungen fiir dieseFunctioj^wirk- 
licb geniigt, setzen wir den Ausdruck (7) nach ( 8 ) in die ^^rxnt 



worin die Integrate so zu verstehen sind, dass sie von einem be- 
liebigen unteren Grenzpunkte aus langs der Curve c bis zu dem 
Punkte a oder /3 zu fiihren sind. 

Lassen wir nun p variirea, also ajj, um d d y^ wachsen, 
so bleibt a nach ( 6 ) ungeandert, wenn Xi — 2/1 ungeandert bleibt, 
und /3, wenn Xi_ 4 - y^ ungeandert bleibt, und es ist 

(10) dxa dya = — dt/i, dx^ -j- dy^ = dxi -f- dy^^ 

also durch Differentiation von ( 9 ) 
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( 11 ) 



Setzc'ii wir Itliigs dor C’urvc'. c 


( 12 ) 


Ol 

'rx 


cp, 


( !! 


7'2 


und bozcichiu'ii init gJi(«), (p^iu) dio WctUio dit^scr Functioncn 
in einem Puiikto ho ist nacli (11) 


(13) 


rpi («} - c/.y («) . r/., (/j) + 

^h («) }■■ fjOa («) + f i (/^) + 9^ (/5). 


Durch (U) ist ri^, in zwoi Bontandtlioilo ■)]'/, zorlogt, wonn wir 

setzcn, und fur diono ergioht nich wio in (IS): 


0 - 
if 

f) j'l 


(Pi (a) ~ 9.J («), 


2 ^ ~ ~ {'«) 4 .^ rpjj («), 

und folglich 



2 =-<?’.(« + % (W. 

2 (/*)> 

' d Vp _ djl 


und darauH Iblgt, daMi die DifTorentialgloiohung (2) duroh y'p und 
durch f/p, also auch durch rjp = ffp -f Vp hofriedigt ist, wc3im p^, ij 
dutch yi (irsetet wird. 

In Bezug auf die Grcmzbedingungon haben wir abor zwei 
F&lle zu untoracheiden. 

1. Wir mdimen ein StUok a, h dor Curve c, das von keiner 
uuter 45“ gegen die Coordmatenaxen geneigten Geraden in mahr 
als einem Punkte gesehnittoii wird (Fig. 81). Wenn wir dann 
den Punkt j? naoh a rhoken lassen, so rllckt ft zugleich nacb 
a und die Gbichungen (18) orgeben 
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und Entsprechendes gilt, wenn wir p nach /3 riicken lassen. In 
diesem Falle also kdnnen die Differentialquotienten von f] an der 
Curve ah be lie big gegeben sein. 

2. Anders liegen die Verbaltnisse aber, wenn eine unter 45° 
gegen die Axen geneigte Linie etwa eine Linie x y = const, 
die Curve zweimal schneidet Dann wird, wenn p nach a riickt, 



/3 uicht nach sondern nach einem anderen diirch cc bestimmten 
Punkt a' riicken (Fig. 32), und wenn dann die Differentialquotienten 
von ijp im Punkte a in (a) und <p 2 {ci) iibergehen sollen,* so 
muss zwischen diesen beiden Functionen nach (13) die Relation 
bestehen: 

(14) qoi (a) + 933 (a) = (pi (w') -f- 93.3 («'), 

diese beiden Functionen sind also nicht me hr liings der 
ganzen Curve willkiirlich. 

Ebenso ergiebt sich, wenn eine Linie x — y = const, die 
Curve c in zwei Punkten /3, /3' schneidet, fiir zwei soldie Punkte 
aus (13) die Bedingung: 

(15) y, (l3) - ,,, (/i) = ,p, (fi') - g,, (/S’). 

Wir erhalten hiernach auf der Curve, langs deren die Diffe¬ 
rentialquotienten von ')j gegeben sind, gewisse kritische Punkte 
a, &, die, wenn die Curve stetig gekriimmt ist, dadurch bestimmt 
sind, dass die Tangenten dort einen Winkel von 45° mit der 
a?-Axe einschliessen (Fig. 33). Langs ah konnen dann die Diflpe- 
rentialquotienten von t] beliebig vorgeschrieben sein und dadurch 
ist die Function r] in dem ganzen Dreieck al)g (sogar in dem 
Rechteck gag'h) eindeutig bestimmt. Ueber a und h hinaus 
sind die Differentialquotienten von 7 ] nicht mehr willkiirlich, son- 
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dern an die Relationen (14), (15) gebunden (wenigstens wenn in 
ag und hg die Diiferentialquotienten von r] stetig bleiben sollen). 

Die kritiscben Punkte konnen auch Ecken in der Curve c 
sein, wie wir nacbher an einem Beispiele seben werden. 

Die Relationen (14), (15) ergeben sicb nach der Bedeutung 
(12) der Functionen 93 auch einfach aus der d’Alembert’schen 
Form des Integrates 3 ^, nach der 7 ] die Summe einer Function 
von x-{-y und einer Function von x — y ist. Setzen wir hiernach 

V =/(« + y) +/i(^ — y), 

so wird 

§1 + If = 

eine Function von x y allein, und kann also in den beiden 
Punkten a, a', in denen x y denselben Werth hat, keine ver- 
schiedenen Werthe haben. Dies besagt die Relation (14), und 
ebenso wird (15) abgeleitet. 

Die Form der Grenzbedingungen, die bier vorausgesetzt ist, 
wiirde auf solche Probleme anwendbar sein, bei denen vorge- 
schriebene Werthe von dr]/dx^ dyldy nicht in einem Augenblick 
iiber die ganze Saite gegeben waren, sondern nach einem ge- 
gebenen Gesetze mit der Zeit iiber die Saite dabin wanderten; 
dieses Gesetz findet dann eben in der Curve c seine geometrische 
Darstellung. 

Darauf lasst sich auchein praktisch wichtiges Problem zuriick- 
fiihren, was in jiingster Zeit von Wirtinger angeregt und von 
Radakovic gelost ist^). 

Es handelt sich dabei um die Bewegung einer Saite unter 
dem Eintiuss einer Kraft von gegebener (auch mit der Zeit ver- 
anderlicher) Starke, deren Angriffspunkt nach einem gegebenen 
Gesetze iiber die Saite wandert. 

Es sind dies Verhaltnisse, wie sie^ in grossem Maassstabe, 
etwa bei einer Eisenbahnbriicke bestehen, wahrend ein Zug 
dariiber fahrt. 

Wir konnen uns den Vorgang so vorstellen, dass im Augen¬ 
blick t an der Stelle x = ^ eine Stosskraft /iP auf ein Massen- 


^) Radakovid: „Ueber die Bewegung einer Saite unter der Ein- 
■wirkung einer Kraft mit Wanderndem Angriffspunkt". Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie, 108. Band, S. 577 (1899). 
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element cler Saite ansgeiibt wircl, worin | und P gegebene 
Functioneii der Zeit sind. Dieser Stoss wird eine plotzliche Ge- 
scliwindigkeitsanderung von (i hervorrufen, die gleicli P ist. 

Fig. 34. 



Die Abhangigkeit zwischen | und t oder zwdscben | und y 
wird in unserer xy-Eh^ne durcb eine Curve c' dargestellt (Fig. 34), 
und an dieser Curve besteht mit Biicksiclit auf (1) die Bedingimg 


( 16 ) 


'd __ /d'r}\ _P 

,8 2 //+ \8 yj- a ’ 


wabrend selbst an dieser Linie stetig sein muss. Folglich ist 
auch 

di] . oTj 
dy dy dx 


an d stetig, und daraus ergiebt sich 


(17) 


d g r/8i;\ _ /^\ 1__P 


Die DiJderentialquotienten diqldx, dr}ldy baben also an der 
Curve d vorgeschriebene Unstetigkeiten; 






Man muss dann bei Anwendung des Gauss’scben Satzes 
auf die Flache S beide Ufer der Curve d zur Begrenzung reobnen, 
und erbalt auf der recbten Seite der Formel (7) ein Zusatzglied: 


' (JK.dy -j- Y d x), 

t 
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wobei aber nur liber den Tiieil der Curve c' zu integriren ist, 
der innerhalb S liegt. Specielle Beispiele dieses Problems sind 
in der erwalmten Arbeit von Radakovic entlialten. 

§• 91 - 

Erzwungene Sobwingungen. 

Nach der im vorigen Paragrapben auseinandergesetzten Me- 
thode‘lasst sicb ■ das Problem der erzwungenen Scbwin- 
gungen einer Saite bebandeln. Wir versteben darunter die 
Bewegung einer gespannten Saite, bei der die Enden eine vorge- 
scbriebene Bewegung haben, wabrend zugleicb irgend eiu 
Anfangszustand gegeben ist. . 

Ein specieller Pall ist es dann, dass das eine oder aucb alle 
beide Enden fest sind. Eine solcbe Bewegung ist realisirbar, 
wenn etwa die Enden mit Stimmgabeln ver- 
bunden sind, die eine bekannte Bewegung 
"liaben. 

Die Curve c, die wir im vorigen Para- 
graphen benutzt baben, setzt sicb jetzt aus 
drei geradlinigen Ziigen zusammen, von denen 
der eine ein Stuck der a;-Axe von der Lange 
der Saite, die wir bier zur Langeneinbeit 
nebmen wollen, ist, wabrend die beiden an- 
deren der y-Axe parallel nach der Seite der 
ppsitiven y ins Unendlipbe verlaufen. Die kriti- 
scben Punkte sind dann die beiden Ecken a, h 
(Fig. 35). Das Gebiet, in dem die Function i? gesucht wird, ist 
der in der Richtung nacb J., B unbegrenzte recbteokige Streifen 
(ahAB). Die Grenzbedingungen seien die folgenden: 

(1) fiir 2 / = 0, 0 <; <C 1: 

(2) fiir a? = 0, «/ > 0: 

n = ~ 

(3) fiir a; — 1, > 0; 

n = *{y\ = 

Hierin miissen 

f{x\, F(x\f{x)\ (p{y), ^( 2 /), (p'ivY 


Fig. 36. 
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stetige Functionen der Argumente sein uiid wogen tier Stetigkeit 
in den Ecken muss 


^(0) =/(0), ^(0) r=./(0), W{0) -fa)'. 


sein. Ferner ist dabei zu bemerkeu, <hiss fu) und F{x) uur 
fiir die Argumentwerthe zwisclieii 0 uiui I, (f Ql). H'(ii) iiui’ filr 
positive Argumentwerthe gegeben sind, uml dass d>( v), 
durch die iibrigen Functionen [nach IH) {14}, (15)) hestimmt 
sind, worauf wir nachher zuruckkoinnum. 

Wenn wir nach der Formcl §. 30 (7)‘. 


( 5 ) 


2 % = '»?« H" fjii 4' 



a 


die Function ij be.stimmcn wollen, hahen wir, wie die Fig. $6 
zeigt, vier Theilgebiete I, 11, III, IV zu iintnrwditddcn. liezeichnen 
wir jetzt die Coordiiiaten des Punktea pforler;/, p", f') mit x, so 
haben in dem Gebieto I die Punkte «x, ^ die* Gooriliiinten j- —y, 
y, und ahnlich sind die Coordinaten der Punkte a', 

fur die drei arnleron CJebiatfi heKtimmi Daim 
ergiebt die Formel (5), werm wir die Integratioiwvftriable. mit « 
bezeichnen: 


( 6 ) y C y X C 1: 

* t y 

2-12 ~f(x — y) f(x -)- ^) -|~ I /«’(«)da (im Gcddet I); 

X —■ ^ 

(7) y>x, 2/ -j- a; < 1: 

M • - a # I- 


27} = q)(y —• a;) 4" f(^ -j- . j #(«)«!« .|- | F{m)dm 

fl B* 

(im (tttbiet li); 

(8) y<x, ^ 4- ir > 1: 

t «I s -1 

2^ ==/(«:-- 2/) 4" 4" 1/ I) 4' I -I* j V^(m)da 

X- M a 

(im Gebiet III); 

(9) y>x, y f X > !•. 

f —« I *■ 4 f -1 

<P(a)da +j F(a)d«4-| W(a)doi 

0 8 a 

(im Gebiit lY). 














KvS bleibt iioch iibrig, dio Functioiuui ^>(//), W(y) nach §. 90 
(14), (15) zu bostimmeii. Nach §. 90 (12) ist darin zu setzen: 


(Pj = / (a;), 


~ F (a;) an dor Strecke (« &), 

<Pi — d>(^), 

9a 

= 9'('/) » „ » [a A), 

<Pi = 

92 

-= ^'07) „ „ „ {bJB), 

und dio dort init a 

, a', 

/?, (i' bezeiclmcteii Funktc ha])o: 

Coordinaten 

0, yi 

!/, 

F 7? ^ l/i b. 

worm ^ 1 ist, und 

0, y; 

1 ^ y 

1 5 b !/ ) b, y 1, 


wenn y > 1 ist. Wir erhalton daher: 

0 (y) ^ F(y) -f f'(y) — tp> (y) K, l 


0(y) = ^F{y -- 1) + ^'(1/ - 1) - V'(y) 1 , 

W(y) = 0(y ^ 1) cp'(y - 1) + F Q/) j 


FUr y 1 = I ergohon beide Ausdi'iicke nach (4) fiir ^(1) und 
*F(1) densclbon Worth, und os sind also durch (9) imd (10) 
0{y) und ’/^(i/) als stotige Functionon 
fiir l)eliobigc Argumentwortho bestiinmt. 

Zur Veroinfachung wollon wir bei der 
weitoren Discussion diesor Ilosultato die An- 
nahme machon, dass i^(i/) = C) ist, Dies ont- 
sprioht dom Fade der schwingendon Saito, in 
dem das eine Knde, x I, feat ist, wilh- 



£ 


. 

! 

S 


p' 
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Hierdiirch sind die Functionen ^(y) und ^(y) i 
vail 0 <C y <; 2 bestiiTQmt. 

1st ^ > 2, so wenden wir die Formein (11) 
halten 

9(y) = W(y - 

W{y - 1) = ^{y - 2) - (p'(j/ - 2), 
also durch Addition dieser beiden Formein: 

(14) 9{y) = ®( 2 / — 2) — (p'{y) — (p'{y — 
und ebenso aus (11) 

■^y) 

0{y~l) = W{y -2}-<p'(y- 1 ), 
woraus wieder durch Addition: 

(15) ^(y) =W(y-2)-2 cp' (y - 1). 
Daraus ergiebt sich dann flir jedes positive y 

0(y -\-2) = 0(y) — (p'(y) _ ( 5 d '(^ -]- 2 ), 

^(2/ + 4) = ^(2/ -)- 2) — (y -]- 2) — 9' (2/ 
und folglich fiir ein beliebiges ganzzahliges n 

( 16 ) ^ {y ”f" 2^) = ^( 2 /) 9 ^( 2 /) ^ {y ”1” 2 ) 

— 2 9' (2/ 4" 2 n — 2) — 9' (2/ 2 n ), 

und auf demselben Wege 

(17) W{y + 2n) = W{y) - 2cp'(y + 1) - 2 cp'(^y 

— 2 cp' (jj -j~ 2 fb — 1). 

Wir wollen als Beispiel die Annahme machen 9 ' 
worin I eine relle Zahl ist. Urn za reellen Resultaten 
haben wir in den Endformeln den reellen Tlieil und 
naren Theil fiir sich zu betrachten. 

Es ist dann 

cp I') -j- 2 cp'(y 2) -I- ••• 2cp'(y -4“ 2yi — 2^ -4- cd 



§• 92. 


Fortschreiten einer ErscFutterung. 


235 


^ 9^ ( 2 ^ ~1~ 1) "|~ 2 ( 2 / —|— 3) —|— • • • -|- 2 (p' (y —j— 2 n — 1) 

_ ^2n7Zi/. 

= 2 + -—— Oder = + 

1 g ^ TT 2- /- 

Wenn also X nicht eine ganze Zahl ist, so bleiben die Ausdriicke 
(16) und (17) mit wacbsendem n in endlichen Grenzen einge- 
schlossen. Ist aber X eine ganze Zahl, so wachsen diese Aus- 
driicke nnter fortwahrendem Schwanken zwischen unanfhorlich 
wachsenden Grenzen und diese Eigenschaften der Bewegung iiber- 
tragen sich auch auf den Ausdruck (9) fiir rj. 

Wir haben friiher gesehen (§. 84), dass die Schwingungs- 
dauer des Grundtons unserer Saite (von der Lange 1 und mit 
dem Werthe a = 1) bei festgehaltenen Enden gleich 2 ist, und 
dass die Schwingungsdauer des harmonischen Obertones 
gleich 2jn ist. Bei der Annahme, die wir bier gemacht haben, 
ist 2/2 die Schwingungsdauer der gezwungenen Bewegung des 
Anfangspunktes unserer Saite, und es folgt also daraus, dass die 
Schwingungsamplituden der Saite in endlichen Grenzen einge- 
schlossen bleiben, wenn die Schwingungsdauer des Endes nicht 
mit der Schwingungsdauer eines der harmonischen Obertone iiber- 
einstimmt. Fallt aber die Schwingungsdauer des Endpunktes mit 
der Schwingungsdauer eines der Obertone zusammen, so wachsen 
die Amplituden unaufhdrlich. Hat also der eine Endpunkt der 
Saite eine Bewegung, die zum Grundton der Saite harmonisch 
ist, so wird die Saite in kraftige Mitschwingung versetzt. Selbst- 
verstandlich gelten aber unsere Formeln nur so lange, als die 
allgemeine Grundlage der Theorie, die auf der Annahme unend- 
lich kleiner Bewegungen beruht, noch zulassig ist. 


§. 92. 

Fortschreiten einer Erschiitterung des Endpunktes 
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Nehmen wir z. B. eine einseitig u 
an ihrem Ende x — 0 einen fiir all 
wegungszustand hat, so dass 

(1) r,=f{y), ^ = F{y), fur ^ = 

SO konnen wir, wenn/( 2 /), F(y) fiir al 
sind, ehenso integriren, als ob bei einei 
der Anfangszustand gegeben ware, und 

( 2 ) 2ri = f(y — x) -\-f(y + x] 

Da es nun pbysikaliscb undenkbar 
tretender Zustand des Endes einen Eini 
der Saite bat, so ist dies Resultat bei 

dadurch zu vers 
derer Einfluss j 
wirksam ist. 

Nehmen w 
f(y) nur in eine 
punkt herum \ 
so wird rj in d< 
unter 45<^ geg 
Streifen von N 
wird also eine ’ 
dem Dnendliche 
feste Ende unc 
zuriickkebren. 

Durcb ( 2 ) 
Function von a 
von X — y dargestellt, und wenn nun t] 
abhangig sein soil von den Wertben dei 
fiir grossere Werthe von also spal 
der Tbeil. rler vnn nr. -U 

















§. 93. 


Einfacbe barmonisclie Scbwingungen. 


2 


der Erscliiitterung an eine Welle langs der Saite nach vorwai 
laufen. 


§. 93. 

Einfache harmonische Schwingungen. 

Bereits Lagrange hat die allgemeine Differentialgleichii 
der analytischen Mechanik anf unendlich kleine Oscillation 
materieller Punktsysteme und besonders auf das Problem i 
schwingenden Saite angewandt. Auf dieses Hiilfsmittel bat Lc 
Rayleigh zuriickgegriffen und daraus eine Integrationsmetlio 
liergeleitet, deren Grundgedanken wir bier kurz darlegen u 
auf einige einfache Probleme anwenden wolleni). 

Wir betrachten zunachst ein System, dessen Lage durch ei 
endliche Anzahl you einander unabhangiger veranderlicher Gross 
2*2 •••-) die wir seine Coordinaten nennen, bestimmt wird, \ 
Y^ir es in §. 121 des ersten Bandes erklart haben. Dieses Syst( 
soli unter dem Einfluss irgend welcber nicht naher bestimmi 
Krafte eine stabile Gleichgewichtslage haben, der ( 
WertLe Null der Coordinaten entsprechen. Durch eine anfar 
liche Storung fuhre dieses System nun Schwingungen um di( 
Gleichgewichtslage aus, bei denen wir voraussetzen, dass < 
Werthe der Coordinaten 2n immer unendlich kh 

bleiben. Nach Bd. I, §. 121 hat die potentielle Energie V diei 
Systems in der Gleichgewichtslage einen Minimumwerth, den t 
gleich Null annehmen konnen. Wenn wir also V nach Poteiu 
von ••o entwickelt annehmen, und mit den Gliede 

zweiter Ordnung abbrechen, so ist V eine homogene Functi 
ZYYeiten Grades der g,-, die nur verschwindet, wenn die samr 
lichen Yerschwinden, und ausserdem nur positive Werthe i 
nimmt (eine definite positive Form). 

Wir setzen 
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rentialquotienten dq-kjdt^ so ist aiich die kine 
eine definite positive Form zweiten Grades der 

Q.2 • • • ? 1 

die wir so bezeichnen: 


(2) 2 T = a-kic Ojci 

worin die ank = ctkh gleicbfalls Constanten d 
Hieraus erhalt man die Differentialgleichungen 
der Lagrange’schen Form Bd. I, §. 123: 


(3) 


dt dqic dqjc 


0. 


Wir erhalten also in (3) ein System linei 
gleicbungen mit constanten Coefficienten, das n 
integrirt werden kann. 

Die Gleicbungen (3) werden nach (1) und ( 


(4) 


~dWU p -^ Ti 

^1 k Qx ^2 k 0.2 * * * ('n k ^ 


und von diesem System suchen wir ein particul 
der Form 


(5) q-h — A-h co^(mt — a), h = 1, 2, . 

worin m und cc von h unabbangig sein sollen. 

Es ergiebt sicb dann zur Bestimmung von m 
System von Gleicbungen 

(6) Ai{aiim^ — Cn) -f- A2(a2Tim^ — C2jc) - 

~|- An{ank'iyi>^ - Cnk) == 0 , 

woraus man die Gleicbung Grades 


^11 ^ ^11 ? ^21 ^ C21, . .CCnl ^ - 

(7) . 




Eiufaclie liarinoiiischc Schwinp^ungen. 


2 


S- 08 . 


Nach ciiiem bekannten Satze dcr Algebra^) kann man dur 
oine lineare Substitution zwei ({uadratische Formeii gleichzeii 
so ti*ansfoi'miren, dass in jeder von ihiien nur die Quadrate d 
^ ariablen vorkominen. Sind die Formen definit und positiv, 
Iiaben alle dicse Quadrate positive Coefficienton, die man fur cl 
eino (ler beidon Formen nocli willklirlich, etwa gleicli 1 annehmi 
kann. 

Wcudet man diesen Satz auf die Functionen T und V a 
SC) ergiebt sicdi, dass man an Stelle der Coordinateu cjii, ... 
oin anderes System von Coordinateu ••• Qn einfllhren kaii 

in clem die Functionen T und V die einfaehe Form annclime 


rgx 2 T — Q2 ^-+ Qn^ 

2 F = Vi" Qti 

imcl darin sind die w| ... die VVurzeln dcr Gleicliung (' 
Man sieht bieraus, dass, wenn V und 1\ wie wir angenommi 
halxm, positive dedinite Formen sind, dieWurzeln dieser Glcuchui 
alle rcujll und positiv sind, und dass also die q^, nach ( 
poriodisclui Functiotien dm* Zeit sind. Wenn dicse Wurzeln al 
van einander versebieden sind, so sind die ... Qn dur< 

die* in (8) liegomb*, Forclerung als lineare Functionen derVariabb 
(/'ll eindcnitig bestixnmt. Ks kdnncxn abor am 

glcuche Wurzeln vorkommem, und dann giebt os unendlich vie 
licistiinmungsarbm dicser linearen Functionen. 

Die Variablen Q^^ ... heissen nach Rayleigh norma 

Coordixiaten d('.8 Systems. Sio sind dadurch ausgezoiclmi 
daBH die* einfacdien ha-rnioniscdien Schwingungon nur je eino dies 
Variablen voriiudern. Filr dioso Variablen werden die Difforentn 
Ic^iediungen (,‘lj 
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§. 94. 

Variirte Systeme. 

Durcli das Vorhergehende ist das Froble 
Scliwiiiguiig6ii ©inGS SystGins auf die B6stininiTin^ 
Coordinaten, also im WesGiitlichon auf di6 A 
Gleichung Grades zurilckgefiihrt. Dies Ees 
nun mit VortKeil anwenden, um den Einfiuss zu 
kleine Aenderungen in der Verfassung des Sy 
Schwingungsvorgang haben. 

Um dies zu zeigen, gehen wir aus von ei: 
dessen Lage durch die normalen Coordinaten Q 
so dass also die Functionen T und V durch d 
§. 93 dargestellt sind. Daneben betrachten wir 
von nur unendlich wenig verschiedenes System 
und V die allgemeinen Ausdriicke §. 93 (1), 

nehmen dann die Grossen 

$ 

^11 %27 ’** ^11 

^ 21 j ^22 I5 * * * ^211 ^22 " ^2 ^ 

*** ^nn 1^ ^n2i *** 

als unendlich kleine Grossen erster Ordnung an 
Potenzen und Producte gegen die niedrigeren zu 
sind. 

Die dem System S' entsprechenden harnior 
gungen seien nach §. 93, (5) * 

(1) J,® cos {(ii t — «i), cos ({^2 1 — ■■■ 

so dass fif, ii^, ... die Wurzeln der Gleichuiif 

iind sioh vmi m.?. ... inn iinpiirimai 
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Anwendung auf die Transversalschwingungen eine 
Saite machen. 

Wir nehmen an, dass die Schwingungen in 
stattfinden, und bezeichnen wie im §. 83 mit iq 
eines Punktes mit der Abscisse so dass rj eine 
X und t ist. Die Lange der Saite ist Z, die Mas 
mentes der Saite ist [§. 83 (10)] 

pdx 

Oder wenn wir p = ggl setzen, so dass qq das G 
q die Masse der Langeneinheit ist: 

g = qdx. 

Da die Geschwindigkeit dieses Eleraentes drj/dt ist, s 
fiir die kinetische Energie der ganzen Saite der Ai 

( 1 ) = 


und wir wollen auch den Fall nicht ausschliessen 
Function von a;, die Saite also inhomogen ist. 

Um auch den Ausdruck fiir die potentielle Enei 
bedenken wir, dass auf das Saitenelement dx im 
Elongation rj nach §. 83 (8) in der Richtung de 
Kraft wirkt 


P 


02 ^ 
d x^ 


dx, 


wenn P die Spannung der Saite bedeutet. Die 
des Elementes ist rj, und um diese Verschiebung hei 
ist also eine Arbeit zu leisten von der Grosse 


iP^ 

^ d x^ 


rj dx. 






§. 95. 


An wen (lung- auf die Hchwiii|^^eiide ISaite. 


Oder wenn man partielle Int(‘graiioii aiiwendet, und beaclitet, 
r] fiir x — 0 uud x =- / verschwindet; 


2V^-r 

J % * / 


Diesel* Ausdnick ist also von q unabhangig. 

Wir ncdunen nun die Function t/ von die fur x ~ 0 
:r — I verschwindet, in ein(‘ Sinusreihci entwickelt an. Wii 
zei(‘hnen mit po eine Constantin, von der die Function ^ I 
der ganzen Suite nur unendlic.h wenig abweic.lion soli, und st 


tiomni der Zeii, die von dem Anfangszustande abhiingen. Wii 
traeliten sie, als die Coordinateu des Systems, das von um 
Suite geJnldet ist. 

Dill Anzalil der Coordinaten ist bier unendlich. Wollte mai 


durch ein anders einuiTichteieB niecbaub 




'iir ckn Fall Siylt 


2t T.’f 


. Boriiialt* i n;t! i*ii 


icli 


wf*nii %%wA*n -jh 


Wlh I I 


bereiiiHtiiHii'niiig tnil 1 H4. 11'^ 
lie hrilieraii h !iiiriiP»iiiis‘!ieii 
)ii wir f fci iiin‘ip!ii«‘li 

;t no koiiiieit wir liii' fyiritu 

irli&lteH zuiiikliiit fiir ttie v;4riii1t‘ V 
Bacli 91 (9), flu !iit*r tkk »*l ■ 


khriieii wir usi, 4iim 

giii©ii Suite* liliii bei .r ■" 'I, /iiif 

ka ¥1)11 der liitige I tnu riiiirrgpwir 
















mHlmnni niun nw^ru n 

las (9) {Chji f«ii,i4!: 


I li* li' 


wofur man aiirli* dit li v<iii /; vf‘r%t'*lii«'si 


i l/« .1 


Urn hiemiii mar Aiiwiinfliiii*: m 
Variaticmcai ilar Kiicil<'*ii|iiiiikt*" 

Wi‘!in I# is!, i^rliii!t»'ii 

Knotoiioimktt* fiir ileii lllt^’rliiii iiti 












Variation der Amplitudeii. 


f (/‘) ' ^ 

'™™7> 


d' I V cos ^ 


^ ^ b ^ — ^^k -"TP = 

odor wenn man beachtct, dass wenii k von h verschii 
ist, unendlich klein, also zu vcTiaudiliissi^am ist: 


h Tt A^'* cos S7t k 


0/0 • 

>1 A sin , 


Ncdunon wir Ixdspiolsweise A — 2, so ist fiir dio homO; 
8ait(i mir (dii Knotonpuukt in der Mitte. Ks ist also s ~ 
setzen und in (7) falkm alle (xlioder, in denen k g(a’ado 
heraus. Man iind(d. 


2 TT. /Il*'* 


jOi) jC*i) I {‘2) 

I ,'} ■' ji I 5 ■™™ /17 


Nehmeu \vii\ iihnlich wie, im vorigen Paragraphen, an, 
!)oi X “ *}/ ein kleines (Unvicht Qq I g angebracht sei, sc 
nach (5): 

k 7t 

jc‘ii 2 sin-— . 1 / . t * . 

^ _ 4 A 4 21 , IcTT / I I \ 

,•1'.“'" . r /,•« -- 4""" vr~2 /rpr2/ 

Eh ergi<*,bt sieli alH(> nach (H): 

2 I 

V ^ ^ m t ^ < tllil 


Tt y 2 

iilso [lUi. I, §. 34 (4)1 


(I .| 


1 I 1 I 1 ! 1 


:i ft 7 i 5> I 11 


Ks wircl also der Kuotonpunkt um 1/2 gcgen die beda^ 
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Sdiwingungen einer Meml 


§. 97. 

Differentialgleicbungen der schwingenc 

Eine Membran ist ein elastischer Korper 
eines diinnen Hautchens, der einer Biegung ke 
entgegensetzt, wohl aber einer Ausdehnung. Eine 
sei in einer gegebenen festen Eandcurve durch 
Randes iiberall constante Zugkraft JP ausges 
nehmen an, dass sie im Gleicbgewicbtszustand( 
liegt, die wir zur xy-Ehene machen. 

Fiir das Gleichgewicht sind dann die mol 
krafte durch §. 69 (4) bestimmt: 

. . XS = P, r,« = p, zs = 0, 

^ ^ = 0 , = 0 , = 0 . 

Wenn die Membran durch eine anfanglic 
der Gleichgewichtslage herausgebracht ist, wobe 
festhalten wollen, so wird sie Schwingungen 2 
sich dann auch die Druckkrafte mit der Ze; 
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von denen die letzte besagt, dass Zz unendlich k 
hoheren Ordnung ist. 

Die Differentialgleichung fur die Bewegung er] 
aus der letzten der Gleichungen §. 60 (10): 


^z, ; dZy , dZz 


dx dy d 0 


wenn wir Z durch die Beschleunigung erse 
wir, mit Vernachlassigung von unendlicli kleinen G 
Ordnung, d^w/dP setzen konnen. So finden wir i 


d^w -D 

^ O 4 - 9 . 


d^w 

dx^ dy^ 


oder wenn wir P/p = setzen: 


= (— 4- 

\dx^ ^ oy^ J 


Hierzu kommen die Nebenbedingungen 

(7) it; = 0 fiir den Rand der Membrar 

(8) w =f(so, y), = F(x, y) fur t ■- 


F{x.^ y) fiir t 


wenn /, F gegebene Functionen von x^ y sind. 


§. 98. 

Die einfachen Tone der Membra; 


Dm die Methode d r nart*c la en I t errale 


(iruck (1) 'W mit w; 
entweder uiibegreiizt 
Beides ist mizulassig, 
von tier Eiiergi(3 entsproclien soil, 
particulare Losung ( 
ersriftbt sich die (Ire 


Alls dc 







ligpiiHeliiift. an 
rBchwiiHlnij. 

dieses iilinr iiiir}i aii 


»i?r 


m niicl n gaiix© Ziililiiii »iii 
B. Alii fl) <*rgi©lii Bkli das 
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der durch §. 99 (4) dargestellten Werthe von j 
in rationalem Verhaltniss stehen. 

Es seien also ft, ft' zwei solche Werthe, 
Zahlen n und m', n'' entsprechen, und ft:7 
h und ft' positive ganze Zahlen sind, die w 
schaftlichen Theiler annehmen konnen. Dann i 



und wenn nun und 6^ nicht in einem ration 
stehen, so miissen beide Seiten von (2) verschwi] 

m n h 

m' n' ft' 

Wenn wir m und n ohne genaeinschaf 
annehmen, so folgt hieraus, wenn I eine ganze 

(3) m' = lm^ n'= ln^ 

und es ergiebt sich also eine Reihe von harmonic 

ft, 2 ft, 3 /c, 4ft,... (ft) 

wenn ft dadurch gebildet ist, dass fiir m, n in § 
zwei positive relative Primzahlen genomnn< 
Wir bekommen dann eine Reihe (ft) von ] 
Tonen, von denen wir den ersten, ft, als 
Grundton bezeichnen konnen. Den absolut tiefst 
ton der Membran) erhalten wir, wenn wir m = 1 
Nehmen wir nun irgend ein anderes Paar 
zahlen %, so erhalten wir eine zweite Reihe 
harmonischer Tone: 

^1, 2fti, 3fti, 4fti, ... (ft,) 
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sein kann, oder, wenn wir den gemeinschaftlici 
Seiten dieser Gleichung mit y bezeichnen, al 
unbestimmten Gleichung 

= y 

in ganzen Zahlen, oder, wie man sich in der Z 
driickt, alle Darstellungen einer Zahl y durch 
Form zu finden. Die Anzahl dies 

ist immer endlich, weil es nur eine endlich( 
Zahlen geben kann, fiir die die positive ganze 
eine gegebene Grenze nicht iiberschreitet. Wir 
diese zahlentheoretische Aufgabe nicht naher e 
wir auf den IV. Abschnitt von Dirichlet-D 
lesungen iiber Zahlentheorie verweisen und begi 
fiir den besonderen Fall a = = 1, also fiir di 

Membran, ein Paar einfache Beispiele anzufiih 

2 1 ^ — 1 ~ 1 

5 = 12 4- 22 = 22 -f 12, 

( 7 ) 10 = 12 4 " 32 = 32 4 - 

65 = 12 4" 82 = 82 4- 

— 42 72 — 72 _j_ 42 


§. 101 . 

Knotenlinien. 


Eine einfache Schwingung der rechteckigei 
dargestellt durch ein einzelnes Glied der Sumna 

(1) TV = ( JL cos —1~ B sin m — 

worin die Schwingungsdauer 

T = 


(2^ 


2 




§. lOl. 


Knotenlinien. 


(3) W=M sin4- A sin m^ sin«^• 

M heisst die Amplitude der Schwingung und die 

^ TVt 

—— 4- z/, Oder vielmehr ihr Ueberschuss iiber das nachi 

Here Vielfache von 2% die Phase. Indem man den A 
punkt der Zeit oder die Phase nm eine constante Grosse 
erhalt man endlich aus (3) 

(4) W = M sin ,,, ~ sm m — sin n , 

^ 1 a h 

nnd man sicht daraiis, dass W iiber die ganze Me 
gleicli Null ist, wenn t gleich einem Vielfache 
ist. 

Wenn andererscits x gleich einem Vielfachen von a/ 
y gleich einem Vielfachen von bjn ist, so ist W fiir a] 
gleich Null Wir haben also zwei Systeme gerader Lini< 
den Seiten des Rcchteckes parallel sind, in denen die m 
Formel (4) schwingende Membran dauernd in Ruhe bleibt. 
Linien heissen Knotenlinien. Sic theilen die rechteckig* 
bran in mn rechteckige Felder von den Seiten a/m, hj 
W ist in benachbarten Feldern zu jeder Zeit abwechselnd 
und negativ. 

Wenn nun bei einer zusammengesetzten Schwingui 
durch eine Summe mehrerer Ausdriicke der Form (3): 

w=^W 

dargestellt vsrird, Knotenlinien, d. h. Linien, in denen w (3 
gleich Null ist, vorhanden sein sollen, so muss der von d 
abliangige Factor 
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(5) 


M sin 


WiTtX . 

- Sin 

a 


flTC 

”T 


11 • 

worin sich, wenn ^ * "p = ^ ^ 

m, n erstrecken kann, fiir die 
Werth y kat. Da jedes Glied der Sui 
liebi^en Factor jM[ multiplicirt sein ka. 
chung (5) eine grosse Menge von m 
Knotenlinien oder, wie man auch sagt, 
kalten, deren Discussion aber nicht ganz 
einige Beispiele betracbten. 


§. 102 . 

Klangfiguren. I. Be 

Nach §. 100 (7) ist 5 = 1^ -f- = ' 

also aus (5) §. 101, wenn wir der Einfa( 
setzen, 

ilf sin a; sin 2 2 / -j" M' sin 2 

oder 

(Ij sinrr siny {M oosy M' 

der Factor sin^ siny verschwindet nur ; 
Knotenlinie erhalten wir also nur aus d 

Jf cosy -f- jM' coso; 

setzen wir Jl' =• — AJf, so ergiebt sic! 

(2) • cosy = >l cosi;^ 

und wir kdnnen, unbeschadet der All 
positiven echten Bruch annehmen. Di( 


















§• 103. 


Klangfiguren. 11. Beispiel. 


2 ^ 


wahrend fiir «/ = 0 kein reeller Werth von x vorhanden is 
Die Knotenlinie hat ungefahr die Gestalt der Curve i 


der Fig. 38. Sie besteht aus zwei con- 
gruenten Zweigen, deren Tangente im 
Mittelpunkte nnter dem Winkel arctg^l 
gegen die .-r-Axe geneigt ist, und die die 
Crrenzlinie hei und v rechtwinklig 
sclineidet. Wird ;i = 0, so geht diese 
Curve in die Gerade y — 7t 12 liber, und ^ 
wenn A = 1 ist, in die Diagonale des 
Quadrates. 


Fig. 38. 



§. 103. 

II. Beispiel. 


10 =r P -f- 32 = 32 4- 12. 

Die Gleicbung fur die Knotenlinie wird: 

M sin X sin 3 y -)- W sin y sin Sx = 0, 

Oder nach Abwerfung des Factors sinx sin 2/, dessen Verschwinde 
die Randlinien darstellt, mit Riicksicht auf die trigonometriscl 
Formel 

sin 3 ^ = sin x (4 cos^ x — 1) = sin (2 cos 2x -j- 1), 
sin Sy = siny {4: cos^ y — 1) = sin ^ (2 cos 2 2/+ 1)? 

wenn w^ieder M' — — IM gesetzt wird 


cos^y 


X ( COS^iT 


Man sieht, dass alle in der Gleicbung (1) enthaltenen Curve 
durch die vier Punkte 


3 ’ 


7t 2‘Jt 

3 ’ X 
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Die Schnittpunkte der Randlinien x == 0^ c 
man axis 

o 1 4- 3 A 

cos2 y = - - -, 

nnd diese Schnittpunkte werden also reell, wenn A 
Liegt also A zwischen —1 und —1/3, so verlaufi 
linie ganz im Inneren des Rechteckes. Die Figui 
geben die ungefahren Gestalten einiger dieser 
die in der Reihenfolge der aufsteigenden Wertl 
ordnet sind. 
















■2i>2 )*>• 4‘i zehii! t' r A 

selieii, tla>s die (ileiehiiiig (Aj r” 
reelle Wur/adn liut ven dnitai wir 
siclitigeii \\ ir wtdlfii 

ordiitd, luit 

Ajsl, 1 1 A . A 

iind allgenieiii mit iHV.eirhiii'ii 

der Werthe 

fj 

( 

zxi setzen, uitd wir erhalten, weiiii 
geheii, uiul mit ^ /4 

zeichnen, deii allgenitdiieii Ausdruel 




t I 

,r- V 

.,i iji 

t#l It fl I 




if 


'll 


i*r 


Die CIoiiKtiiiiteii Am,n * * *« die 
fiir w noeh blidlieiu 4 

d. h. im« deii Wertheii vmi ir iitid , 
WcfiHi filr i I) 


( 1 ) 


If 


/in 


ISt, 80 


aii» i7) fiir 

I * 
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§• 105. 


Bestimmung der Constanten. 


2 rt 

j* COS mg? sinm'gjrfg? = 0, 


ferner, wenn m nicht gleich Null ist 


cos^ m(p dcp 


sin^ m g? d cp — 


und wenn m von m' verschieden ist: 

iTt iTt 

J cosmgp cosm' (p dcp = j* sinm g? sinm' g? dg? “ 

o 0 

Hieraus ergiebt sich fiir ein feststehendes m: 

2 7t 

^ ^ 1 r 

^ , -4«i, n (^m, ” ~ ./(^i *?) COS m(p dtp, 

(3) 

» 1 r . 

jBm,n J^m(^m,nr) = — f(r,q>) sinm<p d<p, 

C 

0 

wobei in der ersten dieser Formeln fiir m = 0 die rechte 
noch durch 2 zu dividiren ist. 

Desgleichen wenden wir die Formel an: 

(^) (CC) (/3) (a) = 


(^2 — (^r)r 

b 

die wir im §. 70 des ersten Bandes bewiesen haben. Ai 
folgt, wenn und zwei verschiedene Wurzeli 

Jm (^) = 0 sind: 


1 

J Jm{^m,n'r) Jm r) T dr = 0, 


(o) 
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Danach erhalt man aus (3) 


1 27t 


M -)-1 n)]' 




1 27t 


n \_Jm + 1 «)1' 


/(r, Cp)JyniJ^ 


worin wiodGr auf dor rechten beit© dor ©rsi 
m = 0 dnrcli 2 zu diyidiren ist. 

In gleicher Weise lassen sich die Coi 
aus der die Anfangsgeschwindigkeit darstel 
leiten. 


i. 106. 


Klangfiguren. 


Eine einfache Schwingung wird bei der 
bran durch einen Ausdruck von der Form 


W = M sm 


2:JCt 






a y 


dargestellt, worin die Scbwingungsdauer 

( 2 ) 

c Ic C fi 

ist. Der Ausdruck (1) verschwindet aber, 

ausser am Rande noch, wenn 
. hit 

(3) ^ — 90 = — 


und wenn 




1 ’ 
^wi, n 


worin h eine ganze Zabl und 







§. 107. 


Klliptisch r M (un bran. 


107. 

K11 i p t i s (‘< h e M (i ni b r a n. 


Wenn wir in (li(‘ a,uf dic^ wir (la,s 

Idem der s(‘h\vin^(m(h‘n Mtnnhra-n zurilck^^cduhri haben, 

(-IV . r'nV , 


/.. lY _ 


elliptis(‘lH‘ (’Oordinaten {dnfiihnm wnlbm, so kdiiuum wir 


Ibi I, §. 


(2) 

also 


.r » //; ' (‘OH 


X rnste coH iv . 


^ jf ^ sm u sin t r 

setzen, dass cnnstanii^ Wortlie yen v KlIipHon entsprec 
unter dtanm p r-‘ als (irenzo der Mcmbran betra,( 

werdini intifLCt*. Ann der Formed 

(lx- • iiif' sin (a- | I r) m\{u i p) {(In- | 
fsin-’H sin'*^ / fp | (Ip*^) 

kiinium wir tlaiiii mudi Ikl. I, §. -11 (10) die Transformaiion 
DifTere.iitialuusdrmdveH 

W ‘,,1 w 

j ).p 

py'i 

abliBitcm, wenn wir 


r F niu-fi siu'-^-fr., e 


setzen. Wir i*rbiilien ho dic3 DiHercniialgleiediung (1) in 
(lestalt: 

IF , IF .... ... . 


(Hin u *.- si n ^ / ‘a) W *■ " (). 
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und da hier die linke Seite nur von u. cl 
abhangt, so miissen beide Seiten gleich e 
sein. Man erhalt so fiir IT und V die fc 
rentialgleichungen 2*®^’ Ordnung: 


( 6 ) 


jS u -j- X)U = 

V 

^ -- (7c2 Sinn'i; -f A) F = 


Die Integration dieser beiden linearen I 
gelingt aber nicht. 


§. 108 . 

Parabolische Begrenz 

Wenn wir zwei Variable tc, v durch di 

1 

("1^ X iy " (it —I” i 

Oder 

( 2 ) ^ ■“ y ~ 

einfiihren, so ergiebt sicli durch Eliminatio 

(3) ^ = I ^ ^ ( 

woraus zu ersehen ist, dass sowolil const^i 
als auch constanten Werthen von v Pa 
Alle diese Parabeln haben ihren Brennpi 
anfangspunkte und ihre Axe in der Richti 
concave Seite liegt bei den ersteren nach 
tiven X, bei den letzteren nach der Seite d 
Membran kann etwa begrenzt werden dui 









§. 101). 1‘araboliache Be^renzun^-. 

also transformirte (xleiclumg §. 98 (2): 

W 
'r> n- 




(4) 


r"*^ W 

r) n- 




Setzt man wi(Mler 


(5) W:rr^lIV 

und nimmt II nur von V niir von v abhi 
man die Ixuden (ilcdcliiingcm: 


(0) 


If 
(I n- 

^/2 r 

(I V- 


-1" A) f/ ( 

p'i ~~ Aj V ( 


worin A t‘im* ('Oimiantt^, ist. 

In den beidcni zulcitzt bcdraeliteten Fillk 
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(2J 


JJ^gV^ilcu^X, 
dU /^^Z 


du 

d^U 


du‘‘ 


g V 2 ^ ^ 
Qy^ilzu^ 


\du 

d^X 


4- ihuX^ 


du'^ 


2iJcu ^ + ( 




wodurch (1) in die Form iibergeht: 

(3) 


+ 2iku^-^(X-^ik)X-- 


du^ ' .. du 

Wenn man nun fiir u‘^ eine Variable x eir 
(4) — iTiu"^ — X 

setzt, so ergiebt sich aus (3): 


(5) 


X 


d^X 


+ 


a 


X 


dX 


1 

4 


4c~kiy 


dx^ ' \2 dx 

und dies ist genau die Form der Gleichung §. 


dort 


Q 1 

~ 4 “ 47c 

setzt. Die Integrale sind also [§. 6 (5), §. 7, I 




-A.| 


( 6 ) 


LimJ'lf, - 
%=o \h' 4 


il 


, hx 


X^ = ilc Lim F< 


4*’ 2 

r 

1 3 _ il 3 

;i=:0 \^ ’ ^ 4 7c ’ 2 ’ 

Oder wenn man nach §. 13 (3) zu der D 
bestimmte Integrale iibergeht und einen consta 
lasst: 

1 

— - Lim I s 4: 

7i = 0 J 
0 
1 

X 2 — ^fxLi■m [ S4~^ (1 


a 


1 

S)4 


Vl—s. 


i X 
4 7c 


(1 


nm S4 
h-oj 
0 


8 

S)4 


4 X 
4 !c 


(1 










Vierzehnter Abschi 


Allgemeine Theorie der Differer 
schwingeiiden Meml 


§• no. 


Gleichgewichtslage einer 


Wir haben im vorigen Abschnitt die 
gungen einer Membran auf die Integratie 
rentialgleichung 

(i) ^ u —j— u 0 

zuruckgefiihrt, mit der Nebenbedingung, d 
gegebenen Flache 8 in der xy-'Eh&n.e veri 
deutet hierin J die Operation 


( 2 ) 




02 

d 


+ 


02 

0 1/2 ’ 


und M kann aufgefasst werden als die Ore 
Oberflacbe, die sicb iiber der Flache 8 ei 
nur solche Losungen der Dififerentialgleichi 

RPTHP Pra+An __ _ at •» 









(Heichgewichtslage einer Membran. 
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)st unendlicli klein oder ins Endliclie Yergrossert denken, 
mi gloichgiiltig. 

Vir kdnnen aiicli den Fall betrachten, dass u am Rande 
nicht gleicli Kull ist, sondern vorgeschriebene Werthe hat. 
irdc dann die Membran nicht durch eine ebene Curve, son- 
durcli einc Raumcurve, die aber von der Ebene nur un- 
,li wenig abweicht, begrenzt sein. 

>ie Gleichgewichtslage der Membran wird dann 
die DiiTerentialgleiclmng 

^ u == 0 


lurch die (Ireiizbcdingung, dass ti am Rande voi’geschriebene 
xe habcn soil, bestimmt. Wir wolleri zuniichst die Eigen- 
,cn der Liisuiigen dioser letzten Gleiclmng etwas naher 
diten. um den charakteristischen Unterschied dieser und 
leiclmng (1) deiitli(di hervortreten zu lassen. 

>ic^ Differentialgleichung Ju = 0 haben wir in §. 136 des 
L Bandies scdion betrachtet, wo sie zur Bestimmung des 
tluniscdien Pobmtials dicnte. Dort handelt es sich um die 


■;ation fiir das G(d)iet auBserhalb eines gegebenenFlachen- 
4, wobei noch eino Bodingung fiirs Unendliche liinzukam. 


btdracditeu wir imrnor nur cin cndlichcs Flachenstiick /S', auf 


i (irenzt», k die Function u gegebon ist, von der wir ausser- 
i/orauHseizen, dass sie nebst ihrcn ersten Ablcitungen end- 


ind Htetig ist. r)i(‘.8 schliesst die Voraussetzung 
dasH auch die vorgeschriobcnon Randwerthe liings 
^anzen Randcs endli(‘di und stetig sind und uber- 


ine, (uidlicho Dcrivirto haben. 


)i‘r Kiirze wegen wollen wir auch hier eine Function 
X eincun (Jebiete H der Differentialgleichung Jti — 0 ge- 
tiiid mit ihrim ersten Ablcitungen endlich und stetig ist, 
ogarithmiHchoH Potential (flir das Gebiet S) nennen. 
>as Mittel der Untorsuchung dieser Functionen bildet der 
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setzt, die Form el ableitet: 


( 4 ) 


w^udf -|- 


'dw d u ■ 
dx da; 


d w du 
dy dy 



worin w und u irgend zwei itn Inneren von 
sind, df\ ds die Elemente der Flache und d 
n die nach innen gerichtete Normale 


Wenn wir uns die Aufgabe stellen, unte 
mit denselben Randwerthen die zu bestimn 
tegral 



den kleinst moglichen Wertk hat, so verft 
Vorschriften der Variationsrechnung i). 

Man ersetzt u in dnrch u sw^ woi 
w eine stetige Function mit den Randwerthe 
ordnet Sl(u -j- sw) nach Potenzen von a: 


( 6 ) 


Sil (u^ 2 a 


(v/ ~j~ a — 


'du dw 
^dx dx 



und wenn nun Slija) ein Minimum sein soil, 
cient der ersten Potenz von den wir di< 
von nennen, verschwinden, weil sonst, 

klein und mit geeignetem Vorzeichen gewahl 

Sl(u aw) < Si (u) 

ware. 

Es ist also fiir die Function u, die Si zi 
und iiir ein beliebiges am Rande verschwind( 


( 7 ) 


du dw , 
dx dx 


du dw 
Wy dy. 


df = 







§. 111. 


Der Grreen’sche Satz. 


2' 


Das Integral Sl(u) hat folgende Bedentung: 

Wenn u die Ordinate einer iiber S ausgespannten krumnK 
Oberflache ist, so ist der Flacheninhalt dieser Oberflache 

und wenn wir beachten, dass dujdx^ dujdy unendlich klein sin 
so ergiebt sich, wenn mit Fq der Flacheninhalt des ebeni 
Stiickes S bezeichnet wird, mit Vernachlassigung von Gliede' 
hoherer Ordnung: 

(9) F == Fq I (u). 

Wir konnen also den Satz anssprechen: 

I. Eine urspriinglich ebene, am Rande gleicj 
formig gespannte Membran nimmt innerha 
einer von der Ebene unendlich wenig abweiche; 
den Randcurve eine solche Gestalt an, dass di 
Flacheninhalt so klein wie moglich wirdi).’ 


§. 111 . 

Der Green’sche Satz fixr das logarithmische Potentij 

Wenn = 0 ist, so ergiebt sich aus §. 110 (4) fixr e 
beliebiges w: 


Aus der Existenz eines Minimums wollten Gauss, W. Thomsc 
Dirichlet und Kiexuann auf die Moglichkeit der Losung derGleichu 
Ju = 0 bei beliebig vorgeschriebenen Eandwertben scbliessen. Riema] 
bat fiir diese Scblussweise den Namen „Diricblet’sches Princip“ eingefiib 
Dagegen ist mit Recht eingewendet worden, dass fur das Integral i2(w), c 
nur positive Wertbe aiinehmen kann, zwar die Existenz einer unteren Gren 
aber nicht die eines Minimums evident ist (Riemann’s Doctor-Dissertatic 
Art. 16 und „Theorie der Abel’scben Functionen“j matbematiscbe WeF 

^ Anfl Sn ^0 S TXoflfl PiATYion-n rliPOA SnVi\xriAT*icylrAi+. wnVil ATnr»fim/l 


274 


Vierzehnter Abschnit 



d w du , 
dx dx ‘ 


d w du 

dy dy, 



und wenn wir w = u annehmen: 


(2) («) = I [(||) -h (||) J - 

Daraus schliessen wir, dass, wenn u a 
es ia der ganzen Flache S verschwinden 
in dieseni Falle aus (2), dass Sl(u^ = 0 s 
mente des Flaclienintegrals aber niemals 
so muss 

du _^ dj£ _^ 

dx ’ dy 

also u constant und wegen der verschwind* 
sein. 

Sind '^ 1 , zwei Losungen von z/ 
Randwerthen, so ist u = — % eine ] 

denden Randwerthen, also identisch 0 und 
mit ist bewiesen: 

IL Ein logarithmisches Potent 
Randwerthe innerhalb S ei 
und wenn die Randwerthe IS 
gleich Null. 

Aus §. 110 (4) ergiebt sich, wenn m.i 
und dann beide Formeln subtrahirt: 


I {%v Ju — uz^w')df = — j ^ 


und wenn also sowohl zJu als ziw versch 


(4) 


d u 



d tv's 
d n/ 


Wenn nun r die Entfernung eines v: 
einem festen Punkt jp ist, also wenn 









§. 111. 


Dei* (jt reen’Hcli e Satz. 


Licgt aber p innerlia.lb iS, so wird logr in dein Punkt jp in 
lioh, iinil inn die Fornicln (3), (4) anwcndcii zu ktiinien, musse 
p dureh (‘ine von deni (sobii't B ausscliliessen. ’ 

Iliillti wrdibni wir kr(‘isfdrini|j; init deiu Mittelpunkt p iind 
liadius () und erhnltini aus (4): 


r 


( ii 

(‘ n 


e n / 


(/s ' [ 


lo^" Q 


'a 11- 
d r 


■H- 


(> d < 0 * 


woriius si(in wenn () unoiHllieh kloin wird, und mil dcr 
von ti in dein Punkt // hezeie.hnet wird, er^iebi: 

d lo^r 


CO 


n. 


lo^‘ r 


(' H 


H 


(I .s*, 


2 3t; I V '' d d ‘)i 

worin n di(‘ iuh^Ii iiunui L(<n’iehtot4‘. Normale. bedcuitot. 


l)if‘ (niisprecdnnido Idirnnd fiir ilroi Variable haben in 


9(5 <leH ersien Banden benproedn^n, und zur Abbdtun^ 


{lr<M‘irK(‘hen Satzes viu’vvandi. Wir bcjzeichnen die Forme 
aneb bier als dmi (haoMpKcluni Ha.tz. Er giebt einen Aub< 
ITir ilici Fnneiiun n fiir eincui ladit'bigen Punkt im Innerei 
wenn ilie Wtnibe von a uml dw/dw am Randc Ixdcannt 
Da, nun, w(mn p ein inmu’er Punkt ist, di(^ in ((>) iintiu 
Ini<*grnlz<*i«‘hen Hiehe.ndc^ Funidion und ilire, mudi a und i 
nonnncuien Derivirten lH‘li(*bi|,»i*.r Orduun^^ in dein Intei^’ra 
intervall durehauH midlicdi bb'iben, so Hcddii'UHcm wir a.us ((>), 
wir «‘ine Funeiion inii endliehen und Hbdi^mi Dinivirton bo 
holier Drdnuni^ nine analjiiHchc^ Funeddon nonmni: 

III. Kin thnuBclioH INitiuitial int in Bein(‘.in 

hiete S eino analytiHehe FunctioiD). 


*) PriitgHheiin hut. (Miitlann. Annalen Baud 44), da 

bxi«if*nz veil tuidlieheii and stetigiai DiO(5reiiiial({uo(,i(ai(45ii jeder Or 

nicht nejiiig!. um die Kiitwickelhiirkait ainer Function uatdi dam Tai 

Hchen Lahrwil/e /u Kawalirkditeii. Waiiii man alne, wia ch Honni gain 
. • 1 .• i .. i f A. i.,.* \r. .. Kt.,. 


276 


Vierzehnter Absehnitt. 


Wenn wir in der Formel (1) w = 1 setzen, 

und wenn wir daher die Formel (6) auf ein Gre 
das von einem um p beschriebeiien Kreis vom Ra 
ist, so ist logr constant, d\ogr/dn = —1/r, 
setzen, und es folgt 

2 7t 

( 8 ) = 

0 

also: 

IV. Der Wertb V/p des logaritbmisclie] 
u in einem beliebigen Punkt p ist 
arithmetischen Mittel aller auf ei 
schriebenen Kreislinie stattfindend 

Hieraus ergeben sich verscbiedene Folgerungc 

V. Das logarithmische Potential u ka 
Punkt innerhalb S einen Maxima 
nimumwerth c haben. 

Denn ware ein solcher vorhanden, so konnte 
eine Kreisperipherie beschreiben, auf der u iibera 
iiberall grosser als c ware, im Widerspruch mit 
Und ebenso schliesst man: 

VI. Ein logarithmisches Potential ka 
einem endlichen Flachensttick co 
wenn es nicht iiberall constant ist 

Denn nebmen wir das Gegentheil an, und wah 
Punkt an der Grenze dieses Gebietes, so kcnine 
eine Kreisperipherie legen, auf der u theils gleic 
nur kleiner oder nur grosser als c ist, was g 
Satz IV. widerspricht. Endlich: 




1 t 
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den gleichen Widerspruch. Ebenso, wenn u zu beiden Seiten 
grosser als c ware. 

Endlicla fiigen wir noch hinzu: 

VIII. Die Gleichgewichtsflache der gespannten Mem¬ 
bran hat, wenn sie nicht eben ist, iiberall eine 
sattelformige Krlimmung. 

Denn das Product der beiden Hauptkriimmungen (das Gauss’- 
sche Kriimmurigsmaass) ist nach einer bekannten Formel: 


1 

^2 


_ / d^u Y 
d d 'ey) 


1 4 - 4 _ 

^ ^ \dy) 


du\^' 

y. 


0, 


imd wegen ^ ib — 0 haben 

0 

immer entgegengesetzte Zeichen. 


und 


02 U 
0^ 


§. 112 . 

Die Gleichung der scliwingenden Membran. 

In mehrfaclier Hinsicht anders wie die Differentialgleichung 
Ju = 0 verhalt sich die Differentialgleichung der schwingen- 
genden Membran 

( 1 ) Ju 4 ™ = 0 2 ). 

Ein wesentlicher Unterschied stellt sich schon bei folgender 
Betrachtung heraus: 

Wenn wir in der Formel §. 110 (4) tv = u setzen, und an- 
nehmen, dass ib der Gleichung (1) geniige, so ergiebt sich, wenn u 
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init seinen ersten Differentialquotienteii s 
iramer stillscliweigend voraussetzen wollen 



Ware nun 'k^ negativ, so wiirde man 
rithmischen Potential scliliessen konnen, 
Null sein niiisste, wenn es am Rande gle 
also iiberliaupt die Losung von (1) durck 
eindeutig bestimmt ist. 

Bei positiven Werthen von ist di€ 
mehr gestattet, und in der That sind gera 
(1), die am Rande verschwinden, -wie wir 
Theorie der Schwingungen der am Rande € 
von Bedeutung. Es hat sich in den fr 
spielen gezeigt, dass es bei gegebenen Fla 
verschwindendenRandwerthen fur unendlic 
Werthe von giebt, und man sieht leicl 
stimmtes eine Losung mit vorgesc 
und eine mit versch^vindenden Rand^ 
dann unendlicli viele solcher Functionen u 
werthen, geben muss, namlich, wenn I eii 

Wehn es umgekehrt fur dasselbe 
von (1) mit denselben Randw.erthen giel: 
U 2 = u — Ui eine Losung mit verschwin( 

§. 113. 

Analogon des Green’sch 

Ebenso, wie wir fiir die Untersuc 
P‘1 Air.bn-np- dfts lop'fl.rithmischen Potent ates 










§. 113 . 


Analo^on des Green’schen Satzes. 


^1) 


r 


^ I 1 ^ I 

0 r ‘ r 2 0^2 r 


Ic^u = 0 . 


Wir suchen particulare Integrale w, die von d' unabha 
sind, die also der Differentialgleiclmng: 


1_ 

r 


d r 


d%c 

dr 


dr 




Ic^iv = 0 


Oder, was dasselbe ist: 


C2) 


^ 2 ^/; 1 dw 

(Ir^ ' r dr 


— Ic^'hv = 0 


geniigen. Dies ist aber die Differentialgleichung fiir die Bes 
schen Functionen 0 *®^ Ordming, und ibre particularen Losu 
sixid die beiden Functionen Bd. I, §. 73: 

(3) J(hr), K{lr). 


Die erste von diesen Functionen ist fiir alle endlichen W( 
von r endlicli und stetig, und erhiilt fiir r = 0 den Wert 
die zweite wird unendlich fiir r = 0 , und zwar so, dass 


2 

(4r) KQzr) = — log 7c r -"f- funct cont. 

ojj 

( Bd. I, §. 73 (6), §. 74 (14)]. 

Wenn wir in der Formel 5^. Ill (3): 


(5) 


(w 4 u"— u J w) df =z — 

«/ * 




du 

dn 


u 


d w 

dn. 


ds 


fiir u und w zvrei Losungen der Dilferentialgleichung §. 112 
die innerbalb S stetig sind, einsetzen, so ergiebt sich: 


irnd folglicli: 


du d iv\ j „ 

w - - u .- as = 0, 

6 n on J 
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( 9 ) 



K(kr) 


du 


d n 


und hieraus kann man wie in §. Ill 
I, Eine Losnng der Gleich^ 
innerhalb S mit ihren e 
licb und stetig ist, ist eii 

Dieser Satz ist noch in Uebereinsl 
fur das logarithmiscbe Potential. 

An Stelle der Function K(kr) 1 
andere Functionen setzen. Wenn wir 
liebige analytische Losung von J v ~ 
wir sie uns leicbt in beliebiger Men 
Oder Bessel’sche Functionen herstell 


(10) I = K{7cr) 4 

setzen, so ergiebt sich aus (9): 


( 11 ) 


Up — 


1 

I 



und iiber ein Gebiet, das den Punkt j 


( 12 ) 




1 . 

4 


d n 


Zum Beweis der Formel (11) ist 
Stetigkeit der Differentialquotienten • 
Wesentliche dabei ist nur, dass die 
Theil von S', der den Punkt jp nicht ( 
Lassen wir also die Stetigkeit dei 
zelnen Punkten oder Linien dahingest 
Bestandtheile S' und S", So dass diese 
S" entbalten sind, so wird die Formel 
fiir S' richtig sein, wenn nur das iibei 
erstreckte Integral 


§■ H4. 


Der Mittelwerthsatz. 


11. 1st V — X — K(kr) eine iiberall endliche ana 
tische Losnng der Gleichung -f- h^v = 0, r 
u eine stetige Losnng derselben Gleichung, de 
Derivirte hochstens in einzelnen Punkten o 
Linien unstetig werden, jedoch so, dass < 
Gleichung (13) iiber jede die etwaigen Unstet 
keiten einschliessende Hiille 6 erstreckt, 
friedigt ist, so ist u in dem ganzen Gebiet 
eine analytische Function. 

Da man in die Function X eine beliebige endliche An: 
linear vorkommender willkiirlicher Constanten aufnehmen kj 
so konnen wir dieser Function noch weitere Bedingungen ■ 
sc3areiben, z. B., dass sie in gewissen gegebenen Punkten = 
■werden soil. 


§. 114. 

Der Mittelwerthsatz. 


Eine andere Gestalt nimmt hier der Mittelwerthsatz an, 
wir in §. Ill, IV. fiir das logarithmische Potential ausgesproc 
haben. 

Wir wenden dieFormeln (8) und (9) des vorigen Paragrap 
anf ein urn p als Mittelpunkt beschriebenes kreisformiges Ge 
Radius r an, und erhalten, wenn wir die Ableitungen 
B essel’schen Functionen J{x) und K{x) mit J'(x), K'(x) 
zeichnen, da hier d/dn = — d/dr ist: 


( 1 ) 

C2) 


— — 

0 = 


j KOcr) 


27t 2 7Z 

1^ Z'(7cr) 



0 

2 7t 


^ J'(hr) 
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(4) 


Up J (k r) 


2 7t 


2 

[ ud' 


0 


III. Das arithmetische Mittel 
auf einer Kreislinie mit der 
dem Werthe von u im Miti 
cirt mit der Function J(hr] 
pherie. 

Dieser Satz zeigt, dass sich unsere 
halt, me das logarithmische Potential. 

Wenn zunachst Up — 0 ist, so zeigt 
auf keiner um den Punkt p gelegten Kre 
anderliches Vorzeichen haben kann, und 
solchen Kreislinie wenigstens zweimal = 

IV. Durch jeden Punkt, in dem 
schwindet, geht eine Linie, 

V. Eine Linie, in der u = 0 is“ 
theile, in denen u positiv i 
denen u negativ ist. 

Es kann hier, anders wie beim lo^ 
Punkte und Linien geben, in denen u 
einen Minimumwerth hat. Diese extre 
aber nicht gleich Null sein. 

Die Gleichung J (A) = 0 hat, wie wi 
haben, unendlich viele Wurzeln, von denen c 
ist. Wenn wir also r — cc/k setzen, so i 

in 

( ud%' — 


0 

VI. Es muss also auf einer Kr 
Radius den Werth oc/Zc hat, \ 

1 1 Ck n* Ck -n YTk c\ n Trn-nrk + irvn m i 
















§. 115. 


Harmonisclie Functionen. 


§. 115 . 

Harmonische Functionen. 

Von besonderem Interesse sind die am Rande der Fla 
^ verscbwindenden Losungen der Differentialgleicliung 

^ 1 ^ ^ '2/6 —[~ %i ZIZIZ 0 

in der Flache S, weil diese Functionen die einfachen peric 
sc hen Bewegnngen der am Rande eingeklemmten Mem 
bestimmen: Wir nennen sie die har monischen Functio 
der Flache S, Sie treten niir fiir gewisse Werthe der < 
stante auf, deren jeder eine einfache Schwingungsfo'rm 
stimmt. Diese Werthe der Constanten die in unendli 
Zahl vorhanden sind, miissen fiir eine gegebene Form der FI 
S bestimmt werden, wenn das Schwingnngsproblem gelost we; 
soli; es kann dies aber erst dann geschehen, und zwar d' 
Losnng einer transcendenten Gleichung, wenn die particul 
Losungen fiir ein unbestimmtes bekannt sind. Es 1 
bei besonderen Formen der Flache S vorkommen, wie wir es . 
bei.der quadratischen Membran gesehen haben, dass fiir e 
nnd denselben Werth von Zc^ zwei oder mehr harmonische F 
tionen moglich sind, und zwar giebt es dann immer 

ganze Schaar % ^6^ -f- <^2 ^2 -)-••• mit willklirlichen Coefficie 
aj, ... Die Ermittelung solcherFalle hangt von zahlentheo 
schen Fragcn ab, iiber die uns, abgesehen von dem einfach 
Fall der rechteckigen Flache, nichts bekannt ist. 

Andererseits konnen fiir solche Werthe von Zi;^, fiir die 
harmonische Function U der Flache S existirt, die Randwe 
einer Losung der Gleichung (1) nicht beliebig vorgeschrie 
sein; derm nehmen wir in der Formel (6), §. 113 fiir w ( 
diese harmonische Function ?7, so ergiebt sich fiir die Randwe 
von u die Bedingung: 
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§. 116 . 

Die harmonische Gr 


0 ) 

( 2 ) 


Wir stellen folgende Aufgabe: 

1. Es wird unter alien in ; 
S verschwindenden Fu 
gesucht, die unter der 

das Integral 



so klein als moglicli 
Flachenelemente von } 


Dass, wie in der analogen j 
Potentials, die Function u = 0 sei, 
ausgeschlossen. Wir setzen zur Ab 
liebige Functionen sind: 


( 3 ) 


Sl(u^ w) 


du d u 
d X dot 


Wir nehmen eine solche stetigt 
virte in einzelnen Linien oder Punki 
stetig sein konnen und beweisen nun : 
fiir die gesuchte Function aufzustell 

1. Das Integral Sl(u) kani 
den, wenn es eine am 
stetige Function w in , 
leitungen endlich sind 





















6. 


Die hariuoniHche Grundfunction. 
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r/ rrz (1 + h^^a) u + htV, 

n h uud a Constanteu 1x3(1 eutjCii. 

Es verstdiwiiuh^t lii(3rmudi II <‘un Puinde, uiicl es ist nacli (4): 

.m /* 

j Ifidf— (1 -f- n-df -1“- 

j « 

w(‘nn also sowold /I als // (Ua* Ikxlingiiaj^ (1) geniigen solleii, 
tiuss 

i - h-a rrr y 1 — })l 

1 . Hi(a*a,UH soil di<3 ConstauD; a als Kmuitioii dor Constantoii h 
tiiuiiit w(Td(3n; a wird rcu3ll, wtxni h liiuliiriglicih klein ist, und 
iB di (3 QuadraiAvurztd positiv gcaiomnu^a wird, so ist a — —\m 
Ji — 0, hlcdbtr also oaidlich. 

Ist a HO lH3Btinnut, so g(3nugi (J d(3r Hodmgimg (I). Es ist 

iF 

I h'^ ay-^ SI (u) j- |- (i) SI (u^ iv) SI (w), 

1 hiorfiir kniiii man am^li Kotnc.Di: 

Si(^n 'j ■ Si{ii) • j ■ ‘2 h St i'll, w) “|~ 01 

Itmi mail alia 'I'l'niio, din mil /i.** und luilioren Potonzou von h 
lUijilic.irt Kind, in h'^0 zuHamnumfaHHt. 

Da nun 0 und ir) oudlich aind, ao kann man, wonn 

(n, w) nicht vnrar.hwindut,, h ao klein amiehmen, dass 
‘>t(i(.u>) j h0 im Vorzc.iehon luit Si(u,w) iUieroinatiinmt, und 
‘jin man dami dem h daa entgef'engeaetzio Zeiedum giebt, ao 
I'd St{(J) SHu) iiegativ, alao 

St{(I) Stin), 

z. h. w. 

Hiernanh nniaa alao, wenn St { 11 } der geauehto, Minimumwerth 
L, i'iir jc.dea der Ikuiingung (4) gnnugniulo, am Rande. ver- 
hwindeiidn lo 


St (m, w) .0 
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Die Function iq ist dann an 
bunden, als dass sie innerhalb S 
gleicb Null sein soil. 

Wenn wir diesen Ausdruck v 

folgt 

(11) rj) — [iS 

und wenn wir also 

( 12 ) Sl(u) = 

setzen, also mit (jen gesuchte 
also eine Constante bezeichnen, sc 
wir fur ^ den Werth (10) einsetze: 


(13) 


SI (u, 7}) — 'k^ 


an 


Wir zerlegen jetzt die Flache 
einer Curve <? zusammenstossen 

wir so, dass 


Fig. 46. 


stetigkeiten d 
S" liegen, dai 
in einzelnen 
Grenze s von 
<j die Derivirl 
Die Func 
Grenze s glei 
so, dass ihre 
lassen sie abe 
Das Flachenintegral 

'du dy 
d X do^ 



Si,(u, '^) = I (| 


zerfallt dann in zwei Tbeile SI'{u^ 
Elemente d/', df" von S' und S 
noch. unter v die ins Innere vo 





















§. 116 . 


Die harmonische Grundfunction. 




0 V 


Nehmen wir zunachst rj innerhalb S" und an der Gr 
gleich Null an, so ergiebt sicb 


\ri(Ju-\-]c^ it) df = 0, 


und da rj in /S', abgeseben von dem Grenzwertb Null, will 
ist, so folgt bieraus 

(l^) <11^ U —|— it 0. 

Diese Gleicbung ist bierdurcb zunacbst nur fiir die 
/S' bewiesen. Da aber /S' jeder Theil von S sein kan] 
etwaigem Ausscbluss solcber Linien und Punkte, in .den 
Ableitungen von u unstetig sind, so ist die Gleicbung ( 
der ganzen Flacbe S befriedigt. 

Wir machen in der Formel (14) nocb eine zweite An 
iiber Wir nebmen einen willkiirlicben Punkt ^ innerl 
an, und nebmen eine Function A wie im Satz §. 113, II 
eino Losung der Gleicbung 

^ X —j~ X 0, 

die im ganzen Gebiete /S, mit Ausnabme des Punktes p i 
und stetig ist, und im Punkt p logaritbmiscb unendlich w 

Wir nebmen rj = X innerbalb /S" und setzen rj willl 
jedoch stetig, in das Gebiet 8' bis zum Rande s fort, so 
am Rande s den Wertb Null erbalt. Dies ist moglicb, we 
X in den etwa vorbandenen Beriibrungspunkten oc^ . 
und <5 gleich Null annebmen, was nacb der Scblussbemerk 
§. 113 gestattet ist. Es ergiebt sicb dann aus (14): 


(16) 



dv 


d (5 — 


0 , 
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Es ist also u eine harmonische Function de 
nennen sie die harmonische Grundfunctic 

Aus 2. ergeben sich iiber diese Function no 
rungen: 

3. Die harmonische Grundfunction 
S iiberall dasselhe Vorzeichen. 

Wenn namlich die Function u theils negat 
ware, so miisste eine Linie I existiren, an der 
wir konnten eine Function u' bilden, die libera 
ist, mit u ubereinstimmt, und wo u negativ ist, 
ist dann 

% 

u'^df — ^ {u’) z=z SI {u) — 

An der Linie I konnen aber die Different! 
u’ nicht immer stetig sein, weil u' zu beiden ^ 
selbe Zeichen hat, was nach §. 114, V. bei einei 
gleichung — ^ geniigenden Function i 

rentialquotienten nicht moglich ist. Es wlirde 
dem Satze 2. durch Abanderung von u' noch y( 
konnen, was der Voraussetzung widerspricht, da 
der kleinste Wertli dieses Integrals sei. D 
Grundfunction entspricht eine mogliche Schwi 
bran, die wir die Grundschwingung ode] 
Anwendung) den Grundton nennen; Linie 
Function u gleich Null ware, wiirden bei di 
Knotenlinien sein. Wir haben also den Satz: 

4. Die Grundschwingung hat keine 
und ferner: 

5. Die harmonische Grundfunction 
Punkte im Inneren von 8 versch 

Denn die Annahme, dass u in einem Pun 
ftAi widersnricht nach 4. d m S tze 8. 114, IV. 







2 


§. 117. Die hoheren harmonischen Functionen. 

geniigen. Wir bezeichnen mit c Constanten und setzen 

*iHj rzz Ifh —}—• C 

Dann kann, wenn h von Null verschieden ist, %i nichtidentis 
verschwinden und es ist 

(17) = 0. 

Fiir jedes c lasst sich die Constante vom Vorzeichen s 
gesehen, eindeutig so bestimmen, dass 

j u-^df — 1 

wird. Dann ergiebt sich aber aus (17) durch Multiplication r 
udf und Integration iiber S nach §. 110 (4), wenn dort w — 
gesetzt wird: 

Es wiirde also u fiir jede Annahme iiber c eine harmonise 
Orundfunction sein. Nun kann man aber c so bestimmen, ii 
u in einem beliebigen Punkte von S verschwindet, was mit d( 
Satze 5. im Widerspruch steht. 

§. 117. 

Die hoheren harmonischen iFunctionen. 

Nachdem die harmonische Grundfunction u der Flache 
bestimmt ist, kommt man zu den hoheren harmonischen Fui 
tionen von S auf folgendem Wege: 

II. Es wird unter alien in S stetigen am Ran 
von S verschwindenden Functionen eine sold 
%, gesucht, die unter den Bedingungen 

1 ^ { u? df 


u . df 
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Man zeigt zunachst, genau wie bei 
L im vorigen Paragraplien, dass die Fu 
Function %v in die den Gleichungen ! 


( 3 ) 

die Bedingung 

(4) 

befriedigen muss. 


J uwdf 


0 , 


u. 


Sl(ui^ ^d) = 0 


Hierauf setzt man 


(5) — ri — 

und bestimmt die Constanten /w., j 
dingungen (3) identisch, fur jedes rj 1 
wegen (1) und §. 116 (1): 


( 6 ) 




7] u df, 


dann ergiebt sich aus (4): 

SI (%, 7}) - II SI (^^ 1 , u) - ft 


und da nach §. 116 (9): 

Sl(u^, u) = 0, 
und nach der Voraussetzung 

( 7 ) si{u,) = iq 

ist, so folgt hieraus 

7]) — ftx iq = 

und endlich nach (6): 


(8) f (|!1. |1 + |Jf! . 

^ ^ ]\dxdx d y d y ^ 





§• 117. 


Die hoheren harmonischen Functionen. 


21 


(§. 116, 3.) nicht in der ganzen Flache S dasselbe Zeichen habe 
wie aus der zweiten Gleichung (1) unmittelbar zu ersehen ist. 

Der Function % entspriclit eine mogliche Scliwingung d 
Membran, die die erste Oberschwingung oder der ers 
Oberton heisst. 

8. Die erste Oberschwingung hat immer Knotei 
linien. 

Wir konnen auch nicht schliessen, dass es nur eine sole 
Function Ui giebt. Wir haben irn Gegentheil an dem Beispie 
des Rechteckes gesehen, dass es Falle giebt, in denen zu ein( 
bestimmten Werthe von mehrere harmonische Functionen ^ 
horen. Diese Falle haben aber, wie jene Beispiele zeigen, d 
Charakter von Ausnahmefallen, d. h. die Begrenzung der Flac 
S ist an irgend eine bis jetzt nicht bekannte tiefliegen 
algebraische Bedingung gekniipft. 

Man kann auf diese Weise unbegrenzt weiter gehen, und 
wird geniigen, wenn wir noch den niichsten Schritt beschreib( 

III. Es wird, nachdem die beiden ersten Schwingung 
functionen % gefunden sind, unter alL 
stetigen am Rande von S verschwindend< 
Functionen eine solche, %, gesucht, die unt 
den Bedingungen 

( 9 ) [^u^u^df = 0 

dem. Integral ^{%i^ einen kleinsten Worth 
e r t h e i 11. 

Diese Function kann wegen (9) mit keiner der beiden Fm 
tionen u, noch auch mit einer linearen Verbindung von ihn 
mit constanten Coefficienten identisch sein, und da die I 
dingungen (9) die Bedingungen der Aufgabe II. einschliess' 
80 ist 
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geniigenclen Functionen ^v^ und setzt dj 

(13) w — fj — 
worin, damit (12) befriedigt sei, 

(14) ^ = {rju d f^ 


za setzen ist, und dann ergiebt sich 
oben der Satz 

9 . Die dritte barmonisclie 
am Rande verschwindend 
der Differentialgleicbun^ 

^ ^2 ~~ 

Es kanii also bier der Fall eintr 
dann namlich, wenn die Bestimmung \ 
man aber zunacbst eine dieser Functi 
gewahlt hat. Tritt dieser Fall ein, so 
beliebige constante Coefficienten 
horige harmonische Function. Geht ni{ 
einer dritten Function % iiber, die unt 

(15) j* = 1, 

j* ^2 ~ 

das Integral zu einem Minimum 

die nachste harmonische Function, unc 
nur ausgeschlossen, dass % mit u o< 
werde, sondern auch dass % von % un 
in der Form = a u -j- ~h ^2 

Man kann auf diese Weise weiter 5 





§. 118. Entwickelung nach harmonischen Functionen. 


Diese Functionen geben die hoheren Oberschwingun^ 
Membran. 

Alle hoheren Oberschwingungen haben Ki 
linien. Durch diese Knotenlinien wird die Flache S in 
getheilt, in denen die entsprechende Function Ui abwe 
positive und negative Werthe hat. 

Durch die Differentialgleichung selbst sind die harmo 
Functionen nur bis auf einen constanten Factor bestimn 
her haben wir diesen Factor durch die Bedingung 


( 18 ) 



bestimmt, und wir wollen daran auch jetzt noch festhalte 

Ueber die Knotenlinien der hoheren Oberschwingungi 
sich nicht viel Allgemeines sagen. Die bekannten B 
sprechen dafiir, dass die 7c, der Keihe (16) n 

Index ins Unendliche wachsen, und dass es also unter ei 
stimmten endlichen Grenze nur eine endliche Anzahl vor 
giebt. 1st dies richtig, so folgt auch, dass es zu eim 
stimmten Ic nur eine endliche Anzahl linear unabhangig 
monischer Functionen giebt. Unter gewissen allgemeinc 
aussetzungen iiber die Gestalt des Gebietes S hat Poi 
hierfiir einen Beweis gegeben (in §. V. der auf S. 277 
Abhandlung). 


§. 118 . 


Entwickelung einer Function nach harmonisi 

Functionen. 


Sind u und v irgend zwei harmonische Functionen der 

cr _ 7 . 'i Ji.* __1.j_ r'i _1 
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Die linke Seite ist aber bier gleich 
und es folgt also, wenn I von h vers cl 


(1) ^uv df = 0. 

Hieraus konnen wir zunachst schlies 
monische Function geben kann, die zu ein 
Denn wenn h complex ist, und I zu h a 
h von X verschieden, und und v si 
imaginar, oder konnen wenigstens so ang 
ist aber uv wesentlicb positiv, und die G 
lich. Dass Tc nicht rein imaginar, d. h 
haben wir schon oben nacbgewiesen (S. : 
Wir nehmen nun die Reihe der auf ei: 

(2) ifci, 7% . . . 
und zu jedem die zugehorige harmoniscl 

(3) '2^1 j '^2 j "^3 • • 
die wir der Bedingung 

(4) j uf df=l 

unterwerfen. Wir selien zunachst von 
einem Ici mehrere barmonische Functioi 
wenn h von i verschieden ist: 


( 5 ) ^UhUidf = 0 . 

Es sei nun (p (x, y) eine in der F 
gebene Function. Wir suchen die Const 
bestiramen, dass 

(6) — au c 





§. 118. 


Entwickelung naoh harmonischen Functionen. 


29 


bestimmen. Es ergiebt sich namlich, wenn wir mit u^df mult 
pliciren und iiber S integriren 


O) 


aji 


j 9 (x, y) Uh df. 


"Wenn wir aber jetzt annebmen, dass zu einem Wertbe I 
mebrere, etwa v, linear unabbangige harmonische Functionen g( 
boren, so wird das eine Glied anUu der Reihe (6) durch de 
Complex 

CLh Uji -j- CLjiUji • • • a^^') 'utfy) 


ersetzt. Setzen wir dann 


( 8 ) 


df 




so wird im Allgemeinen nicht verschwinden. Wir erhalte 
zur Bestimmung der Coefficienten 0 !^, ... das System d( 

linearen Gleichungen: 


( 9 ) 


(p (x^ y) Ufi df = d/i Wi^ 1 -)- a}i 1 -)- •»• —[- 
•i ’ 


^ y) ^f - OiJi ^ 1,2 “f~ Clh ^2,2 “f“ *• * ~f~ W^ J,, 


j Cp (x^ Cth ^2, V "4“ * * * ~f‘ off 

Dass die Determinante dieses Systems 

^ ^h, 1 '^<^ 2,2 * * * V 

nicht verschwinden kann, ergiebt sich so: wenn z/ == 0 ware, s 
konnte man die Constanteii Ci, Csj ••• Ov so bestimmen, class 

1 H“ ^2 ^4, 2 *4“ * * * Cv Wi^ = 0 

ware fiir i = 1, 2 ••• v, und da iVi-^ = Wjd ist, so erhalt ma 
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Daraus aber wiirde folgen; 

was del- Annalime widersiDriclit, ds 
hangig sind. 

Man kann aber aucb die Rep] 

.fr 

der linearen Schaar so auswahlei 
das Integral tVo^a verschwindet, we 






































Fiinfzehnter Absohnitt. 


Elektrisclie Welle n. 


§. 119. 

Die M axweH’schen Gleicliungen. 

Die Maxwell’sclien elektromagnetischen Grundgleich 
die wir im achtzehnten Abschnitt des ersten Bandes bespi 
Baben, erlieben den Ansprucli, dass aus ihnen alle Erschein 
nicht mir aus dem Gebiete der Elektricitat und des j\ 
tismus, sondern aucli die Lichterscheinungen abgeleitet t 
konnen, und das durcli die beriilimten Hertz’sclien Ve 
ero'ffnete Gebiet der elektrisclien Schwingungen stellt 
erfahrungsmassig eine Verbindung zwischen diesen beide 
scheinungsgebieten her. Ohne die allgemeinen Grundlagen 
grossen Thcorie anzugreifen, muss aber doch hervorge 
■werden, dass manche von den Voraussetzungen im Ein 
liypotbetiscli oder thatsaclilich unrichtig und nur Annabel 
sind, und dass Manches auch, namentlich in Bezug auf die < 
bedingungcn, nocli vollig unbekannt und dunkel ist. B^ 
grossen Bedeutung, die diese Gleichungen fiir unsere ganz( 
sische Weltanschauung haben, ist es eine Hauptaufgab 
matliematischen Phvsik. ihre Integration moffbchst u fo 
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Fiinfzehnte 


I. 


c curl 9K 


IL 


c curl S 


Hierin bedeutet @ den elel 
Ifraftvector, c die Lichtgeschw 
£ die Dielektricitatsconstante, [i 
C', /I, £, ft sehen wir jetzt als con 
Aus 1. folgt (Bd. I, §. 158) 

d div @ 

—j— ^. 


0 t 


und daraus ergiebt sich, dass die 

III. div (g ; 

fiir alle Zeit befriedigt ist, wei 
wollen, am Anfang als erfiillt 
besagt, dass nirgends im Felde Eb 
keit vorhanden ist. 

Ebenso besteht im ganzen I 

IV. div m 

Aus L und II. konnen wir : 
niren, wenn wir I. nacli t differ( 
So erhalten wir 


( 1 ) 


curl curl (g 


Um hieraus explicite Gleicbi 
^i;-Componente von curl curl (S. 

0 /dJEy dEx\ 
dy \ dx 


dy 













§. 119 . 


Die Ma.wvcirHc.}i(‘II (Ucicli unii'cn. 

o 


- A',. 


4 A 


0 A,. 


r-^ . J A, 


c ~/'> 




Avozu nocli iius Ill koiiiiiit: 

»AV , 


I , () AV 
, , W K 

4 7t A ft 


ILit niiui nils dinsini don Vector licstinimt, so 

erhiilt man aus II. dio ('omjmnonttm von ^Ji (lurch Quadratunui 
in auf di<^ Ziut, mid dii* hitograiionsconstani(m, dw. Func- 

tionen dcs Ortcs sind, wcu'dim durch dic^ Anfangswertho von 
My, Mz hosiimint. Sind di(^ Anfangswertho von /t/j/, 

A4, J/|/, M;: gc^gidum, HO o,rhalton wir aus L die Anfarigswortlie 
von d.K,r;'f'fi dA’|//f4, und aus Ikl I, §. 156 folgt, 

dass di(‘- Lilsungmi von (2), (d), (4) (‘imhuitig liostiinmt sind, 
wenn dh^so Anfnngsworiho iin ganzen Raunio gegolnm siud. Er- 
fiillen dit^so AnfangHWorih(‘, dio Bcalingung (5) und dii^ dundi 
DifTcrcmtiaiion nach / daraus hervorgegnngonc (Jhnchung, ho 
bl(ul)t dii‘.H(‘ (»h‘i('hung filr alh*, Zcdt (udullt, und hraiudit nic-ht 
weit( 3 r iHiri'udisichtigi m wcu’do.n, Ilimmach (U’lordort dio Bdsung 
doH Proldcuns di(‘ lnt(‘gration d(‘r Dillonuitialghutdiung 


'Kf I 


(f2 (I 


4 7t I 


init dim NtdaudHaliugungmi, dans // und d (f/dl fiir / = 0 in 
g(‘,g(d)(m(‘. Fuiictionon ch^s C)H(‘h iilHU'gfduni. 

In dom lH*Hondon‘.n Falh\ dass (I nur von (‘-itun* Coordinate 
T ahhiingt, niiiinit dio, Uloic.liung (dj dio (unfatthon^ Cestalt an: 
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§. 120 . 

Die Wellengleic 


Wir betracMen jetzt den Vorgai 
setzen demnach £ = ^6=1, A = 0. I 
(6) des vorigen Paragraphen die einfa 





oH 

dt‘ 


U soil mit seinen ersten Differentialq^ 
es sind noch die Nebenbedingungen z 


(2; 

V = 

= f{x,y,z) 1 

(3) 

dU 
dt ■” 

!l 


wir nehmen / und F als im ganzen R 
des Ortes an, sucben also die Ausbre; 
Gleichgewichtsstorung, die sicb mbgl 
endlichen Raumtheil bescbranken kar 
von sonstigen Grenzbedingungen. 

Die Losung dieser Aufgabe lasst s 
Weise durchfiibren: 

Wir nebmen irgend einen Punk 
^ 1 ? Eaume und fiihren um 

punkt Polarcoordinaten ein, indem wir 

X — = r sin ^ 

(4) y — = r sind' 

z - z^ = Y COS'O’ 

setzen. Dann erhalten wir nacb Banc 




A IT 


1 d^rU 


Osint 






^= 5 - 120 . 


Die Wellengleichuiig. 


so ergiebt sicb, da 

^ , dU 

:* 0sin^ 


= 0 , 


02 U 


0 0 


d q) — 0 


ist : 


^ TJdco 


02^ 


0r2 ’ 
02;^^ 


r2 r 02 C7 , 02^ 


■und folglicli aus (1): 

O) 


d^Si 

~dW 


d^£l 


dr^ ’ 


©iaae Gleichung, die der Form nach mit der der schwinge: 
Saite iiberemstimmt. 

Setzen wir nocli 


C8) 


f fix, y, 0 ) da — (p (r), 


F {co^ d cj = 0 (r), 


so sind 9 (r), 0(r) Functionen von r, die zugleich mit / un 
gogeben sind, aber nur fiir positive Werthe von r, nnd 
erhalten nach (2) nnd (3) fur £i die Nebenhedingungen 

(9) £l = q) (r), ® (r) fur i = 0, r > 0. 


Dazu kommt aber noch aus (6) die Bedingung 

(10) = 0 fiir r = 0. 

Die Bedingungen fiir die Function <2 hangen aber aucb 
von den Coordinaten 2 / 1 , 0 ^ ab, und wenn man SI als bek 
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( 12 ) 9i—r) 

definirt werden, 


9(r), 


(13) 


^ — i [9 “h ci) -j- q 


und die Anwendung von ( 11 ) er 
(14) U(Xi, ^i) = g 


wenn 9 ' (r) den Differentialquoti 
fiihrlicher dargestellt ist nach 

1 


(15) 


0 


27Z 


n 






J 

0 


(16) 


45r gj' 


0 

dt 


27t 7t 


tj d 9jsin'0'd0’/(iri4-c^sin'^cc 

0 0 


DerAusdruck (14) fiir ?7set: 
zusammen, die durch (15) nnd ( 
wir zur besseren Uebersicht mil 
die eine vom Pxinkt jp auslaufe 
Axen einschliessen, nnd lassen bei 
des--Punktes p den Index 1 , ( 
wieder weg, so konnen wir die 
da:^ellen 

M = A f F{x-^ 


































121. Die IM llercii tial< 4 ’leiclurn| 4 ' I'lir die p^'ed ilmpft c Welle 



r (J 

.JlL 

/{)‘n 

- vA 



( t 


\oJ 

J ’ 



(] ___ 
'ct^ 


/o-ii 
\ 'oV^ ^ 

li /■] r) 'll 

0 i 

IP 
.L LL 

‘ 

uiid wir 

i>rlia,lton iius 





(■IJ 

c- 

( X'* 

“ r//- 

0- If- fp 

c.t:^ ' 

tij 


otler wt‘]ni inaii 
( 5 ) 


j: fiir 


(j fur t 


n 0. 


l)i(*s(‘ (ile/u^liuiig liissi sicJi in j’ihnlicJic'r W(us(‘, wie die 
rentiaJji;l<*ieliung dcr s<diwing(ni(l(ui Snito (lurch Anwcjudun 
li ic in am nhs(di(ni Mcd.hodc^ iniegrinuL 

I)i(^ (‘infa(‘hsi(^ Annahuu*. iiluir di(», N(d)(Uil)(Hling(mg(ui 
<li{^ (lass // lunl f l\( I fur / r- 0 in Kmnd.icinai von x 
l^(dnni, di«‘ liir all(‘ WnH.lu^ (hn* Vuriajihni siml. 

H(‘lhe dann auch fiir n und 'oul‘('ij fiir y -- 0. Ks k 
ah(‘r auch, hhiilicli wi(^ lau dcu- Hchwini^taidtui Saii(‘, noch ( 
hcdiii;4uu{j;cii dazn koininen, Wir wolhni zuniicdisi, wio in 
di(^ AnnaliUH*. inarlnm, dasB an (uinu’ nic^hi fi;es(ddoss(‘iuu)i I. 
di(^, Funtdion a und ihi‘ nucdi cl(‘r Norniah*. von c gouonin 
DifhuauJiiialqindicnit r a/'r h |^(‘|i;(‘l)(*.n H(‘i. Kh sind daniit m 
die*, lH*idoH |»arti(‘llcn Ahhuiungen 'cn/r\r, irjn/r\// a.n (hu* 
e. f^uj|L(c*hcn, Wenn wir (dm* pariicmlan^ Limung v (hu* (ilei' 
(li) a.nnclnncuu also 
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und daraus durch Anwendung d< 
^ du 


( 8 ) 


V 


doc 


dy 


0 X 


iiber die Begrenzung eines Gebie 
tionen mit stetigen Derivirten si] 
Um ein passendes Gebiet at 
§, 90, den Punkt p mit den Cooi 


Fig. 47, 


tio 

ziel 



( 9 ) 

bis 

c, 

eck 

wei 


X (a, 

Lii 


zerfallt also in drei Theile, Yon ( 
erstreckt ist: 


( 10 ) 


IK 


V 


0 U 


0 X 


u 


dv 


d X 


di 


p 


(vdu — ^i,dv) 


Wenn es gelingt, die partic 
daas an den Linien (9) = 1 isi 

und aus (10) folgt 
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Oder 

( 4 ) 


1 dv 

^ 2 dv 

d0 0 d£ 


d^v 

d 0 ^ 


1 dv 
0 d0 


und dies ist die Differentialgleichun 
tion der OrdniiDg 0 und vom r( 
[Bd. I, §. 68 (4), §. 69 (13)] 

(5) V = J (i0) = 1 + + p- 


die, wie von der Function v verlan^ 
Werth 1 iibergeht. 


§. 123. 

Gegebener Anfangszustand i 

Wir wollen zunachst den Fall I 
zustand fur alle Wertbe von x gege 
Stelle der Curve c die ^r-Axe zu sei 

( 1 ) = 

worin/(^r) und F(x) gegebene Fun 
Die Abscissen der Punkte oc, 
— 2/ii “f" 2/i ^^cl es ist in den 
Es wird fiir y — 0 

( 2 ) z — fijl—{x—XiY, 

und folfflich nach 8. 121 fll) 
























§.123. Gegebener Anfangszustand im unbegrenzteu Mittel. 


O - 


O. 


1 clv 
B dpj 


L ^ I_f:_ 

^ 22 . 4 ' 22 . 4^-2 . 6 


■fiir ^ = 0 endlicli bleibt. 

Um von cler Becleutung dieses .Resultates eine Anschauui 
zii bekommen, wollen wir annehmen, die anfangliche Gleib 
. gewichtsstorung sei auf ein endliclies Gebiet besclirankt. I 
seien also 


/(a-*) = 0, F(x) = 0, wenn x <; oder x >> 7^2^ 

worin hi und die Abscissen gegebener Punkte sind. 
iiehmen nun einen bestimmten positiven Wertli yi von d. 
einen bestimmten Zeitpnnkt. Dann zeigt die Formel (3), da 
u (Xi , yi) = 0 ist, wenn 

(5) Xi <; hi — yi Oder Xi ]> -]- i/i. 

Es pfianzen sicli also die beiden Enden der Welle mit co: 
stanter Geschwindigkeit c/a [§. 121 (5)] nacli vorwarts ui 
nacb riickwarts fort. Dies ist ebenso wie bei der Differentia 
gleichung der schwingenden Saite oder bei der nngedainpftc 
Welle. Anders aber verhalten sich die zwisclienliegenden Thei 
des Mediums. 

' Nebmen wir an, es sei yi bereits grosser als V 2 (^^2 — 
geworden, und betrachten einen Werth von Xi^ fiir den 

K — Vi <^i < ih + vu 

also Xi — yi < hi und -j- 2/1 > 7^2, so sind f{xi — yi) ur 
f{Xi 2 / 1 ) gleicli Null und es ergiebt sicli aus (3) 

7i2 p'i 

(6) 2ui = { vF(x)dx + 2/1 j 1 ^^f{x)tlx. 

ill hi 

Es tritt also hier zwisclien den beiden Enden der Wei 
nicht wie bei der schwingenden Saite eine Region der Ruhe ei 

Qnnrlprn beblilt. finpb -zwiQpbpn bpirlpn Endpn Pinpri mit rl 
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ilurcli <lit' I'lj1 * 

Kii.li'S litr Wrlli' inJ» i - ii‘ i 

Wiiiii ^ 

(71 It,/ I J ^ ^ 

si) . ** 

Formitl l3i t-ii!-pri* lit n.h 

\Vertlit‘ lit‘lii'li!‘^ ■■■’‘‘ 

6iHllir!i<*ii Nbii 

otli*!* *i«'r V\fii 

llcii lit'!' t^rklrnlKa '1.' 
/litr* Vssiiii li' ' 

Wrrt ill*. «i«ii ♦'!* Ill ' • 

iiKin tik* l\Kit 

!i:i!i*‘/ii -i" 

:iii M* 1.'ik; 


W 


II r 1 1 s' 



Ilii‘ 

21 il||, 111 



libut w«‘ii anf II 
Kniplittii iH'lMif.sk It I 
till* wir iiii 

iMl! -’ili 

willkiirlii'lpii PuiJJ p ii-i 
lirzt»irli!i«1l liiit r \> ^ 










§. 12i. 


Willkurlicher Anfan^szustand im Kaume. 


und hierzu kommen die Bedingungen fiir den Anfangszusta 
fiir ^ = 0, \ SI = -^^f {x^y^s)dm = cp (r), 


dSl r 

dt 4,71 


und fiir r = 0 


SI = 0, 


Demnach setzen wir 


q) (—rj 


cp (r), ^ (— r) 


0(r), 


und konnen dann nnmittelbar die Formel §. 123 (3) anwenc 
in der die f'linctionen (p nnd 0/c m Stelle von / und F tre 
Wir erhalten mit Kiicksicht auf §. 121, (3), (5) 

(5) 2 SI — (p (r ct) (p(r — ct) 


r-\-ct 


r-\-ct 


i I” v<^{x)dx (p{x)dx, 


9 - ct 


r — ct 


worin v die in §. 122 (5) bestimmte Function von 0 ist, un 
die Bedeutung §. 123 (2) hat: 


^ — (^x — r)l 


Um den Werth von U im Punkte ^ 1 , ^ 1 , zu erhalten, 
man hieraus den Grenzwerth von Sl/r fiir r = 0 zu hih 
fiir den man unter Beriicksichtigung von (4), (6) und §. 123 
den Ausdruck erhalt: 


V = r (p’{ct) + 1 ®(cO + (ct) + 

0 (/ 


c i/ 

3-i f 1 dv 




C I d /I dv\ 
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aus, die eine bestimmte vordere Grenzi 
aber nicht schalenformig, sonclern das eii 
gelit erst allmalilich, utid in endliclier 
in den iingestorten Zustand zuriick i). 


Die Integration der Differentialgleicbun 
ist auf verschiedenen Wegen beliandelt von Po 
Pariser Akademie 117 (1893); Picard, eb.enc 
ebend. 120 (1895) und Archive de Geneve t. 34 






Seclizehnter Abscliiiitt. 

Lineare elektrisclie Strome. 


§. 125. 

Transformation der MaxwelTschen Gleichiingen an 
krummlinige Coorclinaten. 

Um auf speciellere Anwendungen einzugehen, ist es n 
wendig, die Maxwell’schen Gleicliungen auf ein anderes (krui 
liniges) Coordinatensystem zu transformiren, wozii die Hiilfsm: 
in §. 90 des ersten Bandes gegeben sind. 

Es seien also wie dort jp, r die Parameter von drei or 
gonalen FUichenschaaren, imd die Variablen seien so gewj 
dass die Richtungen der wachsenden p, q, r ein Reel 
system bilden. Es sei ferner das Quadrat des Linieneleme 

( 1 ) • ds^ = edp^ + d dq^ e” dr'^. 

Wenn wir mit JEg^ Mq^ Mr die Compone] 

der elektrisclien und magnetisclien Kraft in den Richtui 
jp, g, r bezeichnen, so erhalten wir ■ auf Grand von Ban 
90 (.5) aus den Formeln I, 11, §. 119 dieses Bandes 


Ebenso erhalt man, wenn man d 
satz anf ein von den Flachen p 
begrenztes Volumenelement anwendet: 


(4) yjee'e" div g = ^ + - 


und also aus §. 119, III, IV 

( 5 ) 


0 ^|e’ e" -Sp __j_ ^ ^ 


( 6 ) 


op ' dq 
d^e' e" Mp d e Mq 


dr 


dq 


§. 126. 

Axial symmetrise' 

Wir wollen diese Formeln auf dei 
Feld um die rr-Axe symmetrisch ist, dai 
coordinaten einfiihren und demnach 
(1) y = r cos d' ^ = 

setzen, der Zustand unabhangig von % 
Es ist dann 


ds‘^ = dx^ r^dd'"^ 











KlektriHclio StriniiuiiK' in einem Dralit. 
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c 

dr 31 


r 

'(' r 

“ * dt 

c 

r r 31 

d E,. 

r 

a X 

—- £ 

dt 

r ( 

0 K,. 

d Er \ _ 

V 

'(' r 

dx ) 


(Tgiebt sicb 


f 

4 51 A Ey , 

__ dM 
^ dt ’ 


r) W,: 1 0 r Kr __ ^ 

<'X ' r dr 

end (G) \vie(l(‘r idt^niisch IjelViedigt ist. 

Man kann hitu'aus einc einzige Differentialgloicliung liir M 
dten, wtnin ina.n die erste Gleiclumg (2) nacli r, die zweite 
j: diflcrentiirt, htddo von oinandcr subtrahirt und (3) benutzt: 

(' I /'('rM\ (:‘^r3I o'^rM , . . drM 

('r r \ ('f J ^ ox^ ^ oP at 

Hat nian M gcfiiudeu, so lainn man aus den (Jlei- 

|g(‘n (2) dundi ^vbia,draturon in Bcziig auf t linden, wenn die 
ngswto'the geg(d)c*n sind. 

KlumHo kanu ma,n DilTta'eniialgltdehungcn ITir die librigen 
ponmiicm nJdeiten, von denen wir noch die fur anlTdiren: 


/. d /<; 
/ a r- 

r 


r r 
r ( r 


K, 

e.r- 


d*’ /4: 


4 or. X^i 


I)i{»Kf‘ (ileiehung int k(anc) andoro hIh di(i Gleicdiung 11!) (2). 
Die (ihde.hmig (5) (‘rhiUt di(‘. gleie.ho Form: 

dll 

J II rrt f. ^ \- 47 tX^l -y -y , 


I man Hi«‘ nacdi r diflV,rentiirt nnd danti 

dr.M 
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tricum liegt. Die Axe dieses Cylinderj 
dann I einen constanten positiven We 
und es ist I = 0 fiir r >> J?. 

Wir fuhren eine sich iininittelbar 
sung an, indem wir Er-, M von x r 
nehmen. Dann sind die Gleichungen 
Gleichung (2) (§. 126) befriedigt, wenn 


(1) 

E. = 

= const. Er 

setzen, und die 

erste 

Gleichung (2) 


M = 

— 2 TcX Ex r 


_ j 

(2) 

M = 

c 

_ — 27c2.E^E^- 


cr 


wonacli M an der Oberflache des Cylin 

Es entspricht diese Losung eii] 
trisclien Stromungin einemunbegren 2 
Draht. 

Die Annahme (1) entspricht der V( 
dem Uebergang aus dem Draht ins Diek 
aber unstetig, wenn eine elektrische 
Drahtoberflache angenommen wird. Dai 
halb des Dielektricums nicht = 0, 
zunehmen haben, wobei sich die Con 
dichtigkeit der Elektricitat bestimmt. 

Nach Bd* I, §. 151 ist X Ex di 
stromes, und 




XExdg — 2%X 


( 3 ) 


0 











S- 128. 


8e 11)Hti ii cl iicl io 11 . 


und in (1) ist also die Ooiistanit' bestiinmt diircli 

(G) a;, — wj. 

Die Fenneln (:;) uiid (5j fj^elten al)cr aucli in dcm 1 
und luiiliin au(*h j ni(‘Jit constant ist, und diencn c 
Definition von Dundi j wird abcr nacli Bd. 1, 151 

silohlieli die diindi den cdektrisclion Strom iibortragene 
geinessen, die als Joiile’schc Wiinnc odor in anderer 
tritt und Yerwejidung rmd(!t; wj'^ ist die in der Liingencii 
Dra-htes (‘utwickcdtc^ Joule’scdui Wilrme (falls von dem 
verlust d(‘r <(uer verlaaifcmdeu Strdmci abgeselien wirdj 
konnnt daher vor a,Hem auf dic‘. Kcnntniss von j an. I' 
Definition (5) ist j eine Function von. nnr zwci Variable 
.r. In a.ller Stnnige liisst sicF aJxu' di(i Bestiinmnng von 
trennen von den- Besiinummg der Kra-ftcoinponcmten 
gam 7 .(‘< Fold, die^ von drea Vaiiablen f., x und r aldulngi 
gcaiilbert isi dies alxo* unten* g(‘\vissou Voraussetznngen 
wie. wir jeizt ztdgmi wolbm. 


12H. 

Se 1 bst i nd u (’t i o n. 


Wir muliijdieirtui die Dbde.liuiig (G), 12() niit ^ 

inii^grinm von f) Ins IL Dadureh m'balten wir, mit II 
auf i27 (.'1): 


n) 



r*‘ ('\j (I B b-./ 

2.tA ( X- 2 7r I ( U - 



mnl lumeri* Annalnm* bcjsbdii nun darin, (hiss wir in dic^i 
(Duing das (O’ste Dlied 
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die eine unbekaimte Function j und 
Variablen 

Wir wollen versuchen, uns eine V( 
inwiefern wir berechtigt sind, das Glie 


Nach der vor-MaxwelPschen The 
erhalt man diese Gleichung auf folgenden 
extra current. Electrical Papers Vol. I, p. 9 
Es sei Q die Elektricitatsmenge, die vc 
zur Zeit t durch einen Querschnitt des Dr 
flossen ist. Dann ist die anf die 

Zeitelement clt durch diesen Querschnitt 
d. h. nach der alteren Theorie, die Intensita 
Stromes. Also ist 


Wenn nun C die auf die Langeneint 
Drahtes ist, so ist Cdx die Elektricitatsmen^ 
dem Element dx das Potential v um dieEinhe 


a) 


X 






Die in dem Element dx thatige elekt 
zum Theil aus der Spannungsdifferenz, die d 
giebt und der elektromotorischen Kraft der Se 
wenn s der auf die Langeneinheit bezogene 
cient ist; und wenn w, wie oben, der Wide 
Drahtes ist, so ergiebt sich nach dem Ohm’ 


b) 


c) V 



= to 


c) 


Eliminirt man v aus a) und b), so folgi 




Cs 






Cw 


Diese Gleichung stimmt mit der Glei 
setzen: 

d) =: c^Cs, 4:71 ^uX = 

Hierbei ist c die Lichtgeschwindigkeit 
fiplbstindnriin-nRf'OP.ffinipnt. Widpratarid fh 






§. 128. 


8 elbflti 11(1 action. 


wogzuliissen. lOs goniigt dazu iiicht, class dieses Glied an si 
klein sei, sondeni es muss kleiu seiii im Vergleich zu eim 
VVerth, den wimigstens eines dor anderen Glieder der Gleichu 
(1; iuiiioliineii kami, wemi die Gleicdiung (3) nach der Vernac 
liissigung kleiner Glicidor uocli irgeiid einen Inhalt haben sc 
Boi den nicht-magnetischen Metallen konnen wir dabei fi n 
gleicdi 1 anncdiincn. Wir denken uns jetzt den Radius 
Drabtes seder klein, Jcdocli so, dass die Strominterisitilt j u 
dc>r Wideerstand w endliclio Wertlie behalten. Es miissen da 
die- Sediwankungen von ./'4 innerhalb eines Querschnittes 1 
liinglich klcdn scan, wenn die VernachUlssigung von (2) { 
stattet sedn soil. Uin dies otwas gonauer auszudriicken, bezeichn 
wir mit (d/ (f) einen initllciren Werth des rdiflnrentialciuotient 
‘rj'dt in denn Bercdcdi der Varisiblon x, t, in clem die Did'orentii 
gleicdiung (1) angewandt werdeii soil, dann ist die Glcichung ( 


znlilssig, wenn der (Riotii-nt 


d K. 


air / 


• ■■■ li edne, gc'gcm 1 zu vc‘rna,cddiiHsigondci Zalil ist. 
Ilie.rin kiiiincm wir nun nacdi 127 (6) 

/dj\ 1 /r)./';,A 


setzcui, woriu {c IC,,-; dit] einen miU.lc'ren Werth von 'dExj'dt 


Bercdcdi der N'nriablcm x, I uiid r • H bedoutet. Wenn wir 


setzem, so ist IV,„ cler WidersUuid der Liingeiioiiihcdt des Dradit 
in elektroinngiietisehc'm Maasse misgedrikdct, uiid die. Za 
die klcdn sccin muss, ist also: 
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Seob.zeliiiter j 


E, 


sc 


A cos 


27tt 

'IT 


worin A von r und t unabhangig is 

Wm R 2 

L 


eine kleine Zahl sein miisste. H 
magnetisch gemessene Widerstand 
Lange JS, der durch eine Geschwi 
dieser Widerstand muss also klein 
was wir als die Fortpflanzungsgeschi 
Wellenbewegung bezeichnen konnen 


§. 129. 

Integration der Telegraphei 
Methode der Partic 


Im §. 121 baben wir die Glei< 
graphen nach der Riemann’schen 
gewissen Voranssetzungen iiber die 
Es bietet aber die Bebandlung nac 
tbode neue Gesichtspunkte nncl so’ 
sprochen werden. Wir sucben also z 
der Differentialgleichung 


^2 




e 


dP 


iiidem wir setzen 


(2) j = 

worin a, reelle oder imaginare 
uud alien daraus ab eleiteten An 
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Seclazeliiiter Absct 


( 10 ) 


-J- 00 

J.1 -f- ^2 = ^ I io 

-00 


PlAi ^2 ^2 


27r 


-j- oc 

fio 


Die zweite Annahme, die wir ma( 
fangszustand, sondern eine bestimmti 
von der Zeit gegeben ist, bestebt dar 
particulare Losung (2) in Bezug auf d 
Periode 2% j ^ heisst dann die Schwi 
giebt sich 

(11) ow = /ft £ j32 — iTti 

Es ist also a weder reell nocb 

r=z 0). Wahlen wir das Vorzeicben 
so, dass der reelle Theil von ia negg 
der Ansdruck (2) fiir j fiir nnendlicb , 
unendlich fiir nnendlicb grosse negati\ 
Zur Erbaltnng dieses Zustandes is^ 
von Energie, eine Erregung notbwer 
Seite der negativen x im Dnendlicben 
n\it ihr Einfluss inoi Endlichen nocb 
gross annehmen miissen. 

Einen allgemeinen, dieser Vorstel 
druck erbalten wir, wenn wir A als < 

von annehmen, und das Integral bil 

00 

(12) j = \ A 


und nun kann man die Function A e 

•fiiT* /r* —— n o-ima rp/aorobfino -xm 








§. 130. 


Bestimmuug des elektromagiietischen Feldes. 
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(lie Keimtniss der magnotischen Kraft JIf, die als Function 
r, X und t zu bestiniinen ist. Setzcn wir zur Abkiirzung 

(1) rM=P, 

so ergebeii die (ileichungen §. 126 (2), (5): 



dP 


0 r 


ot 


4:7tXr Ex ^ 


von 


und fur den Itaum des Dielektricmns, wo I 

(?i) 


if' 


d r r 


1 r:P d^P \ 

dr dx^ J 


r 0, £ 

d^P 
dP ' 


ft 


1 ist: 


Die (xbuchung (2) wollen wir zwiscben den Grenzen 0 und 
R int(‘,griren und tu*halt(‘n, da M und um so inehr P fiir r — 0 
v(»rHchwindet, wenn wir init Po den Wcirth von P fiir r = M 
h(‘zei<-bnen, init Iliicksiehi auf 127 (3) 




a oj 
2% k dt 


worin siedi a und X auf dcui Draht bczielien. Denken wir uns j 
als Kune.tion von x und t Ix^.kannt, so ist die Gleichung (4) eine 
Grenzbedingung, di(‘ sieh auf r — Jt bezndit. Wenn wir aber 
R, als unendH(‘h klcdn annehmen, so kdnnen wir unter Pq auch 
dm W(’rtb von P fiir r — 0 verstolnu), und wir werden, wenn 
wir die (Heiidmng (H) init du^ser Grenzbedingung integriren, eine 
Liisung erhalien, die fiir Werthe von r, di(‘. im Vcrgleich zu R 
gross Bind, e.int‘ brauchbare Annilberung giebt. 

Ausserdeni wollen wir noch die Bedingung binzu- 
n(*hm(*n, die wir iin Falle des stationaren Zustandes 
l)(‘,wiibrt gofunden haben, dans P fiir r — oo nicht un- 
e.ndlicdi Wi*rden soil. 


Wfii: VHS i'u- 


a-i«li:iv 


wir ilun 

till nesri 


ftiler 


fW) 


.i'.' <|< 

li r* 


Iht/' *'? 1 •• a- 

bcitleii |i'!*..' V, 

7:; .,i, ■ »M ! i' *tl') ' 'it 


tiuiii y ■!» ■/ *'»* ‘S 'if** 5'i* 

r ii w. r4< n 4.ui, - i 

y Kl'Sil a') a't 

b >S'f 

ri*fn»-»4 bx* liiiW. i-i't/itAis. 

.'«u, ita' !■'« >‘ 11 . !i*' 

-M, rSJ.Ml -t- 

III', !'mI 1 c 7l liif 4,. 


f t t 


Miiil bii-jaii'v ohh 4ijr‘li 
























noch mit eincTii Factor inultiplicirt werdon, der eine willkiirliche 
Function von «, ist. 

Nclnneu wir als cinfaclistes Beispiel fur j einen der Aus- 
(Iriicke aus 129; 

(13) j — 

niit der Bcdingunf^: 

li) f — 4 JC (X X i (1 — ca = 0, 

so orgiebt sich aus (4) 

(ID) r I\, — — 2^ (^1 -f ei(«* + ;<0, 

iiiid fol^dicb, wcini (li(^ (lurch (12) detinirte Bedeutung hat: 

(IH) c r - - 2 A (l + + Q(^yr), 

woriii “ Cl- ~ [P zu sctzen und y tnit positivem reellem Theil 
zu nehuuui ist. A kann chinn axKih ciiie complexe Coiistante 
suiii, imd mn (‘iiuui Ausdruc.k Tuit realer Bedeutung zu erhalten, hat 
man fiir P (Urn reellen TIkuI <1(‘,s Aus(lru(d<es (16) zu nehmen. 

Ausdriudce kann man da,nn wie im §. 129 summiren, und 
kann so z. B. eimm willkurlicdi gegtdxmen Anfangszustand im 
Drahte bcu’uc.ksicditigen. Roll auoh noch ein gegebenor Anfangs- 
znstand im F(dd(». bcdViedigt werdon, so muss man eine Ldsung 
d(‘r (lleic.himg (B) hinzufugen, die fiir r — 0 versehwindet und 
g(\g(d)(m(‘n Anfang.sw<‘rthtm von M. und 'dMjdt entspricdit. Man 
urn die M(*thode von §. 120 anwemhm zu kiionen, im 
% l‘iii (7) 

r 

p 1 f IJ (I 

#* 

odcr, was dasHcdbe ist 

J. 'drM 

f / .t. ^ * 

r dr 

und hat dann aueh geg(d)(‘n(‘. AnfangHW(‘rthe von U und dUldt 



H2S 

>» r 1 i , * 1 i 

Sft 7 J*ii wir lii» 

*rin iia* It 


. M 

fillet tiiirrii iiili 


I 1 If 1 

t: 

iiiiii iiai’h iVt !1Ii4 

^ ^ 1 1h! 

iilmi i*rlia!t*‘ii 

(2U| 

4 ^ 

4 i 

!■: 

Kntfl 

t ^ ■% ' 

f^i'lirai’hl* IK 711 4* 

f^lli U u 

Wirkiiiii! Iiat. n!r4 

f}|f 1 H' 

iliftHi' Iiiiiiifiinii iijif *ii’ 


aliliiliiiiit. 


ISiirliWrT'^ I «’liters Hi ^ 

i| I* 1 I f’ Ig f 

Iln* Lolling iit^r 1 
mminmt flii» wtr iiii |. 

IIII«1«P» I’Virill^ WW 4lr 4lire'll . 
itIiiiIIi^ip*. iili%i«lil 4i»' itWi 

K» i^t IItill till! 4i 

7,11 ¥ftrMl*it4irii nii4 *numi 

Zll ilir.Hiili 

I’l^ It %irti 

i*iiifiiliri*iK Mill *ii* 
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II liriilt 


*llJr ||t., 
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§. 131. NiichweiH der Uebereinstimmung beider Losunge 


2 u = f(x — y) 4” 2/) 


-i- 7/ x + y 

+ i/ j J <^§7 


worm 


(4) 

(5) V —J{iz) (Bessel’sche Function’ 
und hierfiir konnen wir auch setzen 


X -f- y 


vF{^)dt + r 




x~-y 


Dio Glciclmng 129 (1) geht aber in (1) iiber, we 

c — 1, |u. — I, £ — 1, 2 7rA — 1, j z= 

Hctzen und dann y fur t schrcdbon. Dio CTleicbung §. ! 
wird jctzt 

(p ^ -r- 0 

und orgiobt 

i'ft r- I 1 — 

Iliornacii crhalttui wir aiis §. 129 (7), wenn wir 

I I *^2) ^ .< 42 ) 

Hotzon: 


*f“ HP 

(7) ti I A coH y y ~ 1 | B sin y)j — 1 j di 

% 


und fiir din Functioiioii B von a erlullt man aus §. 1 
odor iiuK dom Fourior’sclu'ii Lehrsatz (^. 76): 




(8) 


JllHil, Wt*!! 

ilirlitigki*il itt^r H*'! 





|i*‘Wii'H*ii wrr 4 » ii 

lli*r *ii 

titiiKBii !ii!tr«'ii. 

W ir ltiiiM*ii 


I Til 


ihkI iliiriiwi* ii'i‘iiii 




























§. 131 . Nachweis der Uebereinstimmung beider Losungen. 3 


Tt 

I J{r sin sin'9’) sin'9’ d%' = ^ | ^irco8& 


worin die Integration nach do iiber die ganze Kugelflache ar 
zudehnen ist. 

Nehmen wir aber den Punkt h als Pol, so konnen wir daf 
setzen, wenn ^ den der Seite '9’ gegeniiberliegenden Winkel 1: 
deutet: 


7t 7t 


(15) 


gtvcoa® sin & d & d£l 


0 —Tt 


und wir haben also, wcnn wir 


r c.os q) z= m, r sin <p = cos O' = A 
s('tzcn, nach (13) die Tntegralformel: 


(16) 


J(nyi ^ 

yw2-f-^2 


l)i(‘8e Forincl ist zimachst fiir reelle m, n bewiesen; da al 
auf beiden Seiten durcliaus eindeutige, endliclie nnd stet 
b'unctionen, auch fur complexe m, n stehen, so muss di* 
(ileicliung eine Identitat sein, und wir konnen darin also ai 
m, n irgendwie complex annehmon. Setzen 4 g. 

wir also m — — ay, n — iy, und dann noch 
X fiir yX, so folgt: 


(H) 


sin y — I 
“ I 


y 

i I JdX, 




• » • 1 kl 


t’ i‘ U 




(H)) /' 

^ I 

*fe» * 

s 

iiiiii !iat li il^^iii !’‘»iiri*'r 


Jill 


»/, I I y' 

Ileifiiiitrh fii};/t 


VJll 


wtHitirrii liir I tiriiiri ill, i*. 


















Siebenzelinter Abschnitt. 

Reflexion elektrisclier Scliwingungen. 


§. 1:12. 

Uefloxion ebcner ol(3ktromagrietischer Well 

Dio ebiktroniagnetisclKni (Iruiulgleichungen haben si 
bestc^n bewahrt bei der Anweiuluiig auf die Theorie der Ve 
die Hertz iiber die FortpHanzung elektrisclier Wcllen an 
und dur(‘.h die er allc wesentlichen Eigcnscbaften der 
(‘rscheinungen aneli an elcktrischen Wollen naohgowiesc 
llin einen Ansga.ngHpnnkt filr die Tbooric dieser Erscbei 
zu g(‘.winn(Mi, betrae.hten wir zunacbst ©inen ganz einfacln 
In einem unbegrenztcn Felde sei ein elektrornagnetisel 
stand, d(^r nur von einer raumlichon Coordinate oc und \ 
Zeit t abbangt. Von den secha Gompononton der elekt 
und niafirnetiB(*.hen Kraft aeien 




334 


Siebenzehnter Absc 


fiir ^ 0, s = (i = 

fur rr < 0, £, Jl, positi 


Bezeichnen wir mit jB, M die Werl 
der Seite der positiven also im Diele 
selben Fuuctionen fiir negative x^ also i 
noch als Grenzbedingung (Bd. I, §. 156, 


fiir X ==: 0 ist jB 


Zur vollstandigen Bestimmnng von 
Kenntniss des Anfangsznstandes erforder 
wir particulare Losungen, wie sie aus 
Sinus-Schwingungen hervorgehen. Wir 

H E’ = 

W l\/r _ 'XT l\Af _ 


" M=Ve^^\ M'= 

worin D", F, V\ V' Functionen von x 
reelle Constante, die mit der Scbwingu 
T, durch die Gleichung zusammenhangt 


Die Ausdriicke (4) ergeben sich da 
von der im Endresultat nnr der reelle 
Zur Bestimmung der Functionen 
imaginar sein konnen, erhalten wir nun ai 
rentialgleichungen: 

. yy d 1 

tcc (J = - C "7“ 

d i 

, uj 

ICC y == — c -T- 


(i a s -f- 4:71 X)U' 





§. 182 . 


Reriexion ebener elektromagnetischer Wellen. 


33f 


woriii aj, Gonstaiiten sind, die gleichfalls imaginar sein konnen 
Uiii (6) zu integrireii, liaben wir zwei particulare Integrale: 


(i> + i (f) X 


(Q -j- i a) X 


(8) U'-=a'(‘ '■ , V' = h'e ^ , x<0 

zu bildeii, uiul erhalteii zmiachst durch Elimination von a', b 
fill* Q i (3 (lie ([uadratische, Gleichung 


((, -f = ifi (ie 4- == — £-f- 2TA. 


Wt^nn I ni(‘,ht verscliwindet, so ist der Ausdruck auf dei 
re(‘Jit(‘n nicht negativ reell, und folglicli kann q nicln 

gleic.h Null soiu. Wir setzeii also 

f 10) p f '/ (5 ^£ -“I- i 1^ Ji 

und hcdialten von den h(‘id(‘n Werthen der Wurzel nur den einer 
hri, in deni diu* nudle Theil ^ einen positiven Werth hat 
Deiin hei iH»gativcun p wiirden die Ausdi'iicke (8) fiir ein im- 
endli(‘.h grosnc's n<»ga.tiv(*B ir unendlich gross werden, was unmoglicl 
ist. Zwisc-luoi und // orgiebt sich aus (6) noch die Beziehun^ 

(11) !/- u'0 + '\ 

und a' ist cdne (loimtanic^ di(j ebenfalls imaginar sein kann. 

Gin nun das KrgebnisH in reclleForm zu bringcn, ersetzen wii 


j, ^ 2 , rZ dundi j verstehen untei 


r(*elle Gonstanten. Dann ergiebt sich aus (7), (4) 

,J i b^) ' t) _j. ((Ja -f ■ i 62) e *“ “), 

und wenn wir nur dim retdlen Theil beibohalten fur x 0: 


( 12 ) 


K .. a, cosa ( t 


^2 COB a (t 


hi sin a (t 


bo sin a (t 



Ilrr 1! ‘ ^ 

,l!*‘ J ill III I ill ml HI 4 ill ij 

il«^r iit"i|iilitiii r»4%*'- !iiiifrn4^’ •41« 4i^ 
I'liii* ill 4**1' 1*1^14.1111 * 4m |*Jm* *mi j 









Miudriu^eu der Welle in den Leiter. 




(ler ilor positiven .'x:-Axc J[“Cos^^ 2 - Quadrate 

Aniplitudeii A!f iieissen die Iiitcnsitaten der beiden We] 
\hn uber dit^ Pxviehunji; zwisclicn den Pliascn und Amplitu 
der beiden We,lien m linden, milsseii wir a.uf den Vorgang 
Leiter, also auf die Ausdriieke jE" und M' und die Gr( 
betlingungcn (3) (dngelien. 


133. 

Kindringen dor Welle in den Leiter. 


Fill* die* in den lioiter eindringende Welle, also fiir x < 
erhnlten wir, wenn wir a' - il/ fiir a' in (8) einsetzen, nacli 
und fll) 132): 

' 2 , rf ,r . /. ,0 \ 

F/ - (<<'■{- il>')<rr- /•<-'- J, 

{a' 1 ///)((5 . ii>)r e V + 2, 

<>d€3r wenn wir setzeni: 

a* • i i/ 6 iQ r*“ 


( 2 ) 


nnd den recdlon Tlieil l)(dl)ohalton: 


2 .V. 

(U)B 


(3) 




'i /r X 

It/V e eoH 


a (i 


6 

_ 

6 X^' 

e . 


f a' 
a' -1" r 


Kh ciringi nha nnr tune Wtdlt^ in das Inucre dos Le 
vnr, und zwar inii tier FortpllanznngsgeKeliwindigkeit 




Die Btdiwini/ungHdautu' ini dieBtdl)o wie im Dieloktricum, 



.'it :!'i, ■ '■ 

11 t . 1 ■; ' ''' 


I'DI liiih •*>' 1 


r.'fi.' lif!' ‘I. ' = ' 

A i'- . '• * ’ ' ' ‘‘ 


W,! A * 



M 
' 1 

‘ •' .1/ 


f. M’ . i 


ill III «lii fill' ^ 

Ml It'll ||i 

!l 1 S=- 

1 '' 


fJ ^ 1 ' ' 

' ' * 1.' A ■ ' 


4n* A.'i'i 4i t \ -4 i i 

'm' 

ii 1 

A' 

,!l ,7' A'., i > ■' 

IllliP* 

’ s;. •«, 1 ’' ' . 

i' .! 



v<.!i i ' '> ' f 

:>mtS'iAA:W I / 1 ^' ' ' 

ilvr 4/V’,\ !‘ ■' } . *> 

I,^ '-i» ’ . 

.tfliiitjpii*' ^ •all •■ii 

































10 weniger uei 
gen, und bei 
ingen ganzlich 
ten dies gestat 
nagnetisclicr We 
oil Hertz volli 
fahnmgsmiissig 


ler Loiter zu 
L('itvermdg(m 
igsdauer der ei 
m Oscillationei 























§. 133. 


Eindringen der Welle in den Leiter. 


3 


Je grosser dieser Werth ist, um so weniger tief wird ( 
Welle in den Leiter merklicli eindringen, und bei geniige 
grossem Werthe wird man das Eindringen ganzlich verna( 
lassigen konnen. Solcbe Korper, bei denen dies gestattet ist, 1 
denen also von dem Eindringen elektromagnetiscber Wellen gai 
lich abgesehen werden kann, heissen nacli Hertz vollkomme 
Leiteri), und die Metalle konnen erfabrungsmassig zu dies 
gerechnet werden. 

Ob aber ein Korper als vollkommener Leiter zu betrachi 
ist Oder nicht, wird ausser von seinem Leitvermogen auch nc 
von der Wellenlange oder der Schwingungsdauer der einfallend 
Welle abhangen und wird bei schnelleren Oscillationen eher i 
stattet sein als bei langsamen. 

Wenn man einen vollkommenen Leiter annebmen darf, 
bat man sicb nur nocb mit der einfallenden und refiectiri 
Welle zu befassen, und die Grenzbedingung reducirt sicb einfs 
darauf, dass an der Grenze des Leiters 

E = 0 

sein muss. 

Die erste Gleicbung (5) ergiebt dann fiir diesen Fall 

A2 = — -Ai, = ai. 

Die magnetiscbe Componente wird an der Grenze nicbt gle: 
Null, und es muss, was aucb der Factor B in den Formeln 
anzeigt, nocb ein gewisses Eindringen der magnetiscben Welle 
den Leiter angenommen werden. 


Bei den scbnellsten von Hertz angewandten Scbwingungen 

T .= 22.10"^ nnd fiir ein Metall von hobem Leitvermogen, etwa wie Sill 
ist das hier im elektrostatischen Maasse zu messende X abgerundet gk 

• 10^^, folglick ist 

^ 9 . 
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Siebenzehnter Abschnitt 


§. 134. 

Kugelformiger Leiter 


Wir betrachten nun die elektromagnetisc' 
bilden konnen, wenn ein vollkommener L 
im vorigen Paragrapben definirt baben, von 
liebiger Gestalt von einena unbegrenzten Di' 
ist. An der Grenze des Leiters sind dann di 
nenten der elektrischen Kraft gleich Null an 2 
durch und durch den Anfangszustand und d 
ina Unendlichen ist nach Bd. I, §. 156 die Li 
vollstandig bestimmt. 

Um einen einfachen Fall zu betrachten 
kugelformigen Leiter annehmen, dessen Ra( 
zeicbnen. Wir fiihren dann naturgemass Pola 
ein, und erhalten die Gleichungen aus §. 125 ( 

ds^ = dr^ + -|~ r^sin'-^t 

und wir haben dann in den erwalmten Gleicl 


durch 


p, q, r, e, e', e" 

r, 'O’, qp, 1, r^sin^' 


zu ersetzen, weil d'O’, d(p [nach Bd. I, §. 4 
system bilden. 

Es ergiebt sich dann nach §. 125 (2), (3) f 
das folgende System von Differentialgleicliung 

c / 8r sin ^ilfy drMs\ __ 

r^sin'O’ \ 0^ dcp J 

c /d Mr 0 r sin ^ M(p\ __ 
rsind' \d(p dr ) ^ 


( 1 ) 





Fiir die Oberlliiclie der Kugel 
zeichneii, habeii wir die (jreiizl)edi] 

(3) F7, = 0, 

Ilierzu kotnmen iioch die beide 

... r r-sill-O’.77,. , dr sin a)* 


_ . r r- sin d' Mr j d r sin d' 

Wen 11 man di(^ erste Gleiclui] 
dann fiir 'oMi^l‘c)t die 

sieh niit Fenuizung von ( 4 ) (dne 


77, 

d/.^ 


77, 


() Sin 


SH 


and a.UH (3) and (4) crgiebt sicb fi 

d 77,. 

/ rf t % w A 


Mil Ibniutzung der Umformu 
Ibilarcoordinaten j!id. I, 4‘2 (ll)] 
aucb in dm* Form der WelleiiLdidel 




I I 

wtiiii '^^ir ! =1 

Wir ^ rbaH''^ ' 

II»‘t!i!rJU!ii 
llili /- 

Wir w?tli*ii 41^ I* 

aiiiii*!jiipi<. ' 

Fl‘|ll«' 4»i” l♦ll*llll|,;: 

fit) 

'‘O’ lif'* 1 '4!:'- 
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Siebenzelmter Abscbni 


3 44 


dort dafiir die Integrale gefunden [§. 55 (J 


( 5 ) 








Fiir i? kann eine lineare Combination 
beiden particularen Losungen gesetzt werden 
complex sein konnen, und man erhalt so ai 
Ausdruck, von dem im Endresultat nur 
zubehalten ist. 


§. 136. 

Anfangszustan d, 

Wenn TJ an der Kugeloberfiache, also 
soil, so kann man das Verlialtniss der 
A A + so bestimmen, dass li fil 

Man setze etwa: 

(1) ilt = B, (a) A (r) ^ R, (o 
so dass jR reell wird* Dann ergiebt sich 

(2) U= e^^^R{Xn -f n 

wenn A = A + ^ gesetzt ist und X, 
tionen bedeuten. In reeller Form ergiebt 

(3) U = B{XnGOSkt-~ Yn^ 

Fiir Tc ergiebt sich hier nun keino weit 
konnen dem k alle reellen positiven Wert 
stanten der Kugelfunctionen Yn koni 

fimiA-n vATi h ftAiTi iiTid -mnn kivnn Aine 





13(!. 


A11 fan ^‘szu stall < 1 . 




f/j 





n: ' 0 


00 

'll 

liX 

n dh, 

4' 

0 


F 


00 

n : 0 


00 

r 


ItYJodk 


0 


Wenn inaii die Func-tieiK^n /, F fiir eiii unbestin 
iiach Kii^tdfiniotioiien oiitwickcdt, so erlia.lt miiii aus (5) 
(due ^o^adxoie Function von r clurch Best 

(Icr Function (p(k) durcb oin Integral dor Form 


03 



(liirzusiidbm. Fiin^ solclie Darstellimg wiire analog dein Fc 
sc.Ikui L(*hrsa.tzc, 

Andoi’s vm’hiilt si(di die Sache, wenn wir cine von 
cmitriscdnui RugcdHiicdum bcgrenzti^. Scdialo betra-ebten, 
ludinnm, dasn an beiden Kug(dl!ii(‘,h(m ^7 = 0 scin soil 
crgiidit sicli, wmin a, und h die beiden Kngcdradien sind, 
di(‘ (ileichung 

(7) /L(a)/i,(/0- /i,(a)74(/>) = (b 


was eiiH^ traamcendmite Bleicbung fur k i.st, von dor Bi( 
weiscui liiHst, daHs sii* niir reellc'. Wurz(dn ba,t. Wabrend 
vorigen Fa.llc*. a,lie Wertlio von k vorkanum, bleibcm bier 
winsi* iHscnde W(‘rtli(‘-, die den Figinincbwingung 
KugcdKc,hale (mtsprccduni. Fs (‘.rgiebt sicb darin am 
(rleicdmng (4): 

f’H) [! — ^ ^ lt(XnCAmkl 
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Siebenzehnter Abscbnii 


Setzen wir aber in der Differentialgle 
h zwei verschiedene Werthe /%, fcg, so ergie 


r _ 

/w(w+l) 

d 

\ 

d^rBi^ _ 

/ (fi —j— 1) 

dr^ 

\ c '^j 


und wenn man die erste dieser Gleichungei 
mit Tli\ multiplicirt nnd subtrahirt, so fol 


L 

dr 


d r 


cl r JR: 


und folglich durch Integration zwischen c 
wenn /c/ und von einander verschieden 

beiclen Grenzen verschwinden: 

6 


( 10 ) 


Bn^Ric^r^dr = 0, 


und hierdurch lassen sicb in der Entwicl 
cienten A]c nach der Fourier’schen Meth< 
aus wiirde sicb wobl aucb durch den Gren 
die Integraldarstellung (6) ableiten lassen. 


§. 137. . 

Periodische Losung 

Wenn die Function U an der Kugelober 
gebenen Function 0 der Zeit sein soil, so ist 
nicht vollig bestimmt, sondern man kann ein( 
zufiigen, die an der Oberflache verscbwindet. 
Paragrapben betracbtet haben, d. h. man 
liebigen Anfangszustand binzufiigen. Am 

a VQ T.AQiTntr n crci- 




137. 


Peri odiach e Losungeiio 
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Uiii BtHieiitung dieses Ausdruckes etwas nalier zu dis- 
cutircii, s(dz(in wir, iini in den Functioiien §. 135 (5) das Reelle 
voni hna^dnaren zu treiinen: 


(2) 

V U ■ 

fiiu v)n{v) "" 

= i(Si~\-i 82 ) = 

also 

S\ aScos/c(>, = 

r Ssin/c^ 

und erhalttui 



(3) 

— __ ■ 

IL— 

-0 

") 

und hierin sitid 

S und (> recGle Functionen von r. Die 

Funeticm 




H y 


V(U’S(diwiiidet nut uiueidlie.h wacdisondcnu r. Die Ueilic be- 
^innt luit der (--- nut der (—2)**^“ Potenz von r; also 

v(U’8eliwintiet tan|j;A() fur ein mnuidlkdi wacdisondcs r, 

und foli^licli niiheri si<‘di q (h^r Greuze Null. 

KheuBo HC‘.izen wir 


(4) iZn i X„ ■ Yn 

worin P und nudlo Kuncdicnien auf der Einheitskugel sind, die 
iiberitll (*ndli(dH‘ Werthe luibcui, und di(‘- no(di 4w 2 willkilr- 
lielu^ reidle OouHtanten tuithalbun Fiuen willkiirlicben (‘.oinplcxen 
{'ouHtjuiten Ka<‘i(>r d«‘H ^anztui Ausdnudcc^s l)rauehen wir dann 
nieht rnelir zu heriiekHicditigcuL 

Wir erhalieu tlemnacli aun (1), (3) und (4) die beiden parti- 
eulareii LdHungen: 
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Siebenzel 


Z usammenziehnng der 

Die Integration, die w 
lieferte uns zunachst nur die 
es ist darum ein Verfahren ^ 
lichen Componenten mit eine 
particulare Werthe, ans dener 
die allgemeinen Ansdriicke 
man noch gegebenen Grenz- 
kann. 

Flir den Fall der Polai 
durch complicirt, dass die ii 
tretenden Kugelfunctionen ni( 
Trotzdem lasst sich anf der 
Losung finden. 

Fiir die Schwingungen in 
haben wir die beiden Maxw( 
I, II): 

c curl 5 

( 1 ) 

c curl 

und diese beiden Gleichunge 
wenn wir die erste mit 
addiren: 

(2) c curl ((£ -|- 

Eine ahnliche Keduction 
ficationen auch anwenden, w 
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Siebenzehnter Abschiu 


§. 139. 

Der Vector 91 in rechtwinkligen und ii 


Die Vectorgleichung (9) §. 138 liefert 
ordinaten die drei Gleichnngen fiir die Co 

4 -- -^-^=zh A. 

oy 00 ■ 

( 1 ) 4 — -^-='hAy 

^ ^ d 0 dx ^ 

'^■^y __ Zi j 

dv 


d Az 
dx 
dA, 
dy 


Ji Ax 

Jl Ay 

}iA„ 


Versteht man unter a, g, c, oc, y Co 


^ Qi(axAr yz) 
b (ax+ f^y + yz) 
^ ^ i (« a; + y-^yz) 


SO ergiebt sich ans (1) 



by - 

- ~ 

If 

(3) 

ca - 

- ay = 

iJih, 


a/3 “ 

- ba zz 

= ihc. 


Die Elimination von a^b^ c aus dies(‘, 
(4) == 04^ + /32 

und dann sind aus (3) die Verhaltnissc o 
Fiihren wir aber in (9) §. 138 Polarcc 
so ergeben sicb, wie in §. 134 aus Bd. I 
cbungen: 


gr J. 


r^siu'^ \ g'g’ 

_ /dAr 

fsiu'^ Vgqp 
1 /drA^ 


.(p c) r A^"^ 

d (P y 

dr sins' Afp'" 
dr 
d Ar\ 


( 5 ) 
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illi*l ai|% fh u 
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tiii<i iiiiir^iiH |i! 


i j :> Iff 
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riirUcularo Iiitegrale f'iir Jir. 


l^s ist abti!* 1 — X — 2 siii^ and dalier koniien wir na 

ji 

17, (2), (H) dafiir aucli setzen: 


1 -j-n, 


2 . d' 

sm 2 — . 
m 2 


I til (lii‘ Schwi('rigkeit zu vonncidon, class die Differenz eir 
Kxjconi'iitcnpniircs idiK' ffiinze Zahl sei, wollen wir m und n z 
iiaclist iKHd) uulicstiimnt. liisseii. Danii hat die P-Function ( 
mir (‘iiHui Zwidg, dcr ITir — () endlicli und stetig bleibt, u; 
iTir dicscn crliiUt man imc.b dc'.r (usten Forniel §. 20 (1) d 
Atmdnick durcb niim bypergooinotrisclic Reihe 


>\"* .. 


5/', w - | - 1, »w -| 1, sin^ 


<Ml(‘r wir 


S(‘t /.cm: 


ii)} (^) (1 ,:) n 1 , m 4 ™ 1 , ^), 

und dirsn Ktunditni wird dann auoh in dom zunaclist ai 
gi'HchluHHrinui ball, w(*nn m od(U' n oder l)(3i(le gauze Zahl 
sind, dnr Dindruntialglnicduing (d) g(3niig(ui. lat m positiv oc 
Null, so int dnr Ansdrurk (II) fur 0 ~ {) eiidlich, wiilircnd c 
andi^rn pariinularu lnt(‘gra.l hui 0 ~ 0 niclit endlicli ist. V 
induncui also Jtdzt winder m ah gauze Zahl, ^ 0,‘an. Nun im 
aher W aiu'h fiir 4f tt, alnu fiir ^ — 1 endlich bleiben. Es 
aher nae-h dew UauHH''B(dien Hatzci (ani Schluss von §. 13) 

(Id) /-'( w, H 1 l.w 1 1,1) --- — 

' ■ ^ IHm-\ n)ll{m — n — 



nil 


'i ii M 


I l.i ! 


aii- ill r Aun- r- 
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|!2| H il ^ I . 

!fi tlt*r *ll»’ I I Uhti ^ ■in' 

tMltilii'ii far .. I ^iril'n 
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i. I ITi !ti*!rii«ijt^-? IhihtAi n j 
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fi;h 


N';i! n, 1 

*,'!i ii'liiiiii i4i. ni 

il4t« ^ .llf 1. ' 

fill I* 




flit 
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Hii«i tii*' I»'Htiiiiiriiiiii.! !:, 

is! il|il*r!illilpt liir'lil 
vnii /v i'il 

fiilirtitiii /f« 111 iiii |l. 's i ^ 

llil* !it*!itilillill|||;,! 4 ' r .iii-|r'|.r'-!i I 

iJi*'- H f I i‘ , i. 

Alin fli-^t'ii u } I i 

Aiis 4 riirk»^ vuii ^ I; , ;, » 
l: 4 .t III t ^ f. , g. I,-, 

frnmlf |l^ 
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Allg^emeine Grundsatze. 


142, 

11 yd rostatik. 

Wir halH‘u in f)*.) f. {ill^^emeino Oesetze kennen , 
di(‘ nir din Drurkkniftn in ciiKT deformirbaren Substanz 
sind. Wir wcnidnn di(*sn (lesetzn auf den Fall einer Flii 
an, WfH'iuitnr wir sowcdd (dn (las als (due tropfbare Flii 
v(‘rst(‘!H‘n. 

Fur <dnn Fliissi|»kcdt bonttdit iiber den innereu Dri 
fnl|4<‘ndn. das untnr dnni Nauien des Gesetzes de 

trnpnii Drur.kns bakaniit ist. 

[. Ih‘r Druck //»., dnr an einer Stelle der Fliis 
f^ei^nn nin Flae.heiieleUKUit mit der Norm 
wirkt, Ntehi HCMikretdit auf der Flache n 
vuH d(*r itvon v unabbangig. 

langt‘ wir mir dtui Ilulu^zustand einer im Gleicl 
hetindlieliiui fluHtiigeii Manwe bctraebbui, gilt dies Gese 


Hxrr\ 


/^•V\ 
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Aclitzelinter Abscln 


in der Richtung der iiineren Norm 
wir ihn positiv reclmen, wenii er in diese 
zeichnen wir ihn also mit p, so haben w 
§. 60 anzuwenden, ilv = — p zu setzen. 

Eine Folge der Annahme 1. ist die, 
Druck P senkrecht gegen die freie Ob( 
wirkt. Ist die Oberfiache der Fliissigfe 
sondern ganz oder zum Theil durch les 
ist an diesen festen Wanden der Druck ] 
sondern als durch die Bedingungen der 
zusehen. Der Druck p an irgend einer 
nach I. ein Scalar, also eine Function 
der Stelle. 

Um die Gleichgewichtsbedingungen 
in den Gleichungen (10), (11), §. 60 

Xy = 0, X, = 0, r, = 0, = ( 

_ XT _ ^ _ 

X - -L y - - 

ZU setzen, und erhalten, wenn X, Y, Z 
ausseren Kraft sind: 


(1) 





0^ 

dy' 


Tind fiir die freie Oberflache 


(2) i) = P. 

Die Dicbtigkeit q betrachten wir bei 
keiten als eine Constante und nennen die 
pressible Flussigkeiten. Diese Annal 
in aller Strenge, wohl aber mit grossei 
Wirklichkeit iiberein. 

Bei den Gasen ist q eine Function 
auch p eine Function von q). Die Natm 
durch physikalische Thatsachen gegeben 





ilii* lilifritt, 

aiiHiit^liiil» li I * 1 ' ’ 

lirlii* WariiP'iii^ ii|^.»'. 
iiipI r'?VI|i p liir ilii/.i 
Ilrilf’k iwi t ^ r: 


ilii* 4^ I 1 «'iti| 



















'fr. 
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Achtzelmter Abschnitt. 


die Vertheilung des Druckes im Inneren abs 
leicht, wenn die ausseren Krafte X, T, Z a] 
Ortes von vornherein gegeben sind, dagegei 
gemeine Ansatz in den Fallen, wo diese Kra 
unbekannten Oberflachengestalt abbangen. Es 
ein anderer Weg iibrig, als eine hypothetiscl 
die Gestalt zu macben, die nocb einige verf 
entbalt, und diese Parameter dann, wenn die . 
lassige war, nacbtraglicb zu bestimmen. 

Die Grundgleicbungen §. 142 (1) zeigen 5 
Gleicbgewicbt der Fliissigkeit nur dann mogl 
Ausdruck 

Q (^Xd/X —[“ Xdy —j— Zd^^ = d 

ein vollstandiges Differential ist, und wenn als 
eine Function von p ist, so muss aucb 

(2) Xdx-j- Ydy Zd^ = dl 

ein vollstandiges Differential sein. 

Ist die Function V bekannt, so ergiebt 
tern Q 

(3) p — Q V const. 

und die Constante wird bestimmt, wenn de] 
Stelle, etwa einem Oberflachenpunkte, bekan 
chung der Oberffacbe wird dann p = P, also 

(4) P z= Q V const. 

Der einfacbste Fall ist der, dass der O' 
constant ist (z. B. gleich dem Atmosphar 
leeren Raume, P = 0). Dann ist an der freie 
V constant. 

Das interessanteste und wicbtigste Beis] 
rotirenden Fliissigkeitsmasse, deren Tbeile ei 





£ 


7 


jigescliwindigkeit m < 
bt, so wird er in ( 
/- von der geradlini 
Icmkt. Es ist also 
er diese Strecke du] 
Null und die E 
>"©2 die Bcsclilounig 

t wird dalier gegen 
in die Kreisbalm zwi 
icditung des wacliscn 
\xe, also die Beweg 
so sind die C 


lui X,, i;,, der 
if dtni Puukt init 
r erst benHdincni, w 
en, biikaiHit ist W 
iab(^ di(^ (lestalt c: 
a,lba.K(ui a, c, und 
iiKaminen. so kiinncn 
























h 
c- 

sse dcr rotirenden Masse 
Qthalten diese drei Gloicl 
i transcondenter Form. 

— C*^).SV/,9 

■ ^‘>0 0"^ + s) J) ’ 

— S (Is 

s) (6*^ ^ s) J) ’ 

(lass (a^ — und 
5 Hotatioiisaxe dio kle 
gi(d)t sich aus (15) durcl 




gt (lurcdi (li(3 Aniiahme 

h. 





\Vi»| Hi iP’f '.i 

Iljr A <i;i!i! H' 

Jeileiii 

l>i‘stiiiiiiilt !»n! :* u-' /'■ ‘ . T:. 

|X * * p t < i. t I I * ! ♦ ’ i 4 * * ? .’ t * ' '* * I * ■'* 

zwar liir »iii' 

1‘ WIT n I 1 ; < 

Wfiiht' iliifi. iii..uit*i 
/. 0 Hill! #. t i\-:t 

A A,I i'llii li 

r»‘«*liiiiiiifj fjipi^ I. n Hif, \! 

(2ih A 

Nrlillli*lt mir Jikii 4|* 

iiiirli f|:i| ;iin!i f Jilt, 
kpill ll*fljst|Mli:i| 
d*’iii f khntwr, iilsir’li 

























Die Differentialp^leichungen der Bcwogung. 


37 


144 . 


( 22 ) 


4 , (/;4 - 21)-C- — C2,9)srf5* 

i J S 


0 


imcl diese Gleichung liat fiir jedes c eine Wurzel die grossei 
als c ist. 1st &0 Wurzel von (22), so ist, wenn b bo ist 
das aus (21) bestimmte a > Sq ^nd umgekehrt. 

Soli zu eiiier gegebencn Rotationsgeschwindigkeit, also zi 
einem gebeneu t eine dreiaxige Ellipsoidflache als Gleichgewichts- 
dgur bestimint werden, so hat man gleichzeitig eine der Glei 
cliungcn (15) und die Gleichung (21) zu untersuchen. Es ergebei 
sich dabei die folgenden Resultate. 

Wenn t zwisclien den Gi’enzen 0 und 0,18711 licgt, so exi* 
stiro.n drei ellipsoidische Glcichgewichtsfiguren, ein dreiaxigej 
und zwei Rotationsellipsoide. 

1st r — 0,18711, so fallen das dreiaxige und das wenige] 
abgej)lattet(i der bcdden Rotationsellipsoide in eines zusammen 

Liegt r zwischen den Grenzen 0,18711 und 0,2246, so existirex 
nur noch zw(n Hotationsellipsoide als Gleichgowichtshguren, di( 
bei der obcu'on Grcnze von r in eines zusammenfallen. 

Ist (‘ndlicb t griisser als 0,2246, so existirt gar koine ellip 
soidischo Gleicbgewiehtsfigur nadir i). 


144. 

l)i(^ Differentialgloichungcn der Bcwegung. 

Erste Form. 

Auh den Gleichgt^wichtsbedingungcn lasson sich durch da 
(F Ah‘-mb(u*t’H(lK) Princip die Bedingungcn der Bewegung her 
baton, indem man zu den thatsachlich wirkenden, auf die Masscm 

0 C. D. Meyr.r, „(!(•. uocpiilibrii formin ollipHoidiciH^^, (5 ‘c11(5’h Journa 
Bd. 2t (1H42|. Die Mciglichkeit eities dreiaxigcai KllipBoids aln Gleicli 
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Aclit 


einheit bezogenen aussere 
gesetztem Sinne genomme 
Bach der AnBiahme yob d’ 
die Componenten der Besc 
in jedein Augenblick doi 
soil, wenn die ausseren K] 

X — x", 

ersetzt werden. Es erg' 
§. 142 (1) die fiir die Bev 

Q 

( 1 ) 9 

9 

Hierin besteht zwiscl 
eine Relation, die von 
wir im §. 142 gesehen ha‘ 
Die Oberflachenbedini 

( 2 ) 

bleibt bier unYeranderlich 
Es kommt nun zuna 
durch die Unbekannten i 
rentialgleichungen bilden 
verschiedenen Gesichtspui 
sprechend die Differential 
schiedenen Formen. Wi 
Differentialgleichungen, di 
Wenn danach y 
stimmten Raumpunktes, 
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Lliissiffkeit siiul, so haboii wir x, 1 /, z als Functionen der Zeit zu 
betnic-hten, uud es ist, wie in der Meclianik materieller Pimkte 

<‘t- • “ 'op' 

Da al)(..r, wio wir annehmeii, die Fliissigkcit wahrend der 
ganzen Hewegung ,.inou Kauni stetig erfullt, so sind x, y, z noch 
1< unetiouoii von (lr(>i andereu unabhiingigen Variablen a b c 
(hitch (leicn Wcrthe sich die verschiedenen Fliissigkeitselemente 
vonfinander untiTSc.lnddcn. Am einfachsten ist es, fur diese 
Variabltjii «, h, n die Wertlie zn nehmen, die die Coordinaten 
X, //, z in irgend (!inein Moment, etwa I'tir t — 0, haben fdie 
Anfangswerthe). Fs kdnnen aber auch die a, b, c irgend 
drtii von eiminder unabliiingige Funotionen dieser Anfangs- 

Der Dnick p geht liei dieser Darstedlung aus eincr Function 
von X, y, in eim- Function von «, b, c iiber,' and wir haben also 

(;i) 'W -- ' l-f' 4. ^ I ilP «£ 

‘‘O' < i a ^ by ba ds da 

und zwei ahnliclie (ileicdmngen, uud wir e.rhalton aus (1): 

(•'■ ri-)'! I ('■. = I 

\ (l'J<a \ ( da V c)p/'du q 'da 

W(‘nn cine Kriiit,(‘function F (jxistirt, wit; wir jetzt an- 
nchmen wolhm, so ist A' ~ d F/'dx, Y = dF/dy, Z ~ dF/0^, 
und folglich ’ 




r Pj '< a 


r'\iA dy 


( Pj t, (( 


f ; 


(' (t ^ fj a 


l)<*nuiach (‘rgiol^i nich auH (4) und den l)ei(lGn entsprechenden 
^Heicdiungctn fiir r duK Syntem: 




ill ‘ 

llii*il tlt^r i< \Lm'• = 

ttir !ii!^ Ural i 
seiii© itYi*uMni vein s!t?i /* 
V4I11 #1. Ia t\ f. iat«%!!.!.. 

I 

m'firiii 4ta* AiiHilrin k h 
M ali li:it iirirli di^r r-' 


t i If 

f f # 


wiiriii 


#■* 



# 


iiiifl iiiiiii kiiiiii ilali*-! fij ii 





















Ml. Dillert‘iitialgleicliungen der Bewegung. 


koiineii vvir die Variablen a, c iirimer so annehmen, dass di 
Deterininaiite positiv ist, und dann ist also das Vorzeiclien i 
(G) ricditig. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn wir fur a, i*, 
die Anfaiigswertlie der Variablen ?/, z wiililen. 

Dann ist namlicli fiir ^ = 0 


und lblgli(‘h =1. Die Formel (8) ergicbt dalicr 


( 10 ) 


die in ihnn Fallo einor incompressiblen Fliissigkeit, bei de 
o — ist, in 


( 11 ) (^) =” 1 
iihergtdd. 

llierzu Kind noch zwei Boinorkungen zu xnacben: 

Di('- Func.tionen a*, y, 0 Bind fur ein bestiinmtoB Wei'thsystei 
a, /a c stetige bunctionen von da oin FliissigkeitKtlHdlcluni nidi 
pliitzlidi von einem Orte zii eiuem davon vers(d)[iodenen fori 
getragen werdcni kann. Es miissen abor auch fur einen coi 
stant(*n Worth von t di(‘. x^ ?/, 0 stotige Eunctionen vou a, 6, 
sein; de.nn unneror ganzen Betrachtung liegt 
zu (iruude, dasH Ixniadibarto EliisKigkoitstheile ini Vorlauf d( 
Bew(‘gung lauuichbart ))l(‘iben. 

Kndlich inusBcui wir alier auch noch vcrlangcn, dass zu ve 
scliiod(‘n(‘.n Wcu'then vou a, Ik c auch vcrschiedeno Wcrthc vc 
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I)i(‘ Differentialgleichuiio'en der B 


ewegung. 


(h’()HSt‘u (les Feldes xind auch das Feld selbst, d. h. s 
liegrenzuiig, koiiiioii noch Functionon der Zeit sein. Weiin 
SI irgend idnen init der Zeit veranderlichen Scalar des Fe] 
also cine Fmu'Aion von rr, t bedeutet, so wird ein bewe 
Ma.ss(oitheilcheii m im Vorlanf dor Bewegung zu immer and( 
imd andoreu \V(‘rtlicn von gelangen. Sind x, y, ^ die C 
diiiateii mid u, w die Creschwindigkeitscomponenten von m 
Zeit /, so sind mudi Verbiuf des Zeitelementes dt die Coordin; 
von 

X “■] udt^ y vdt^ 0 —|— wdt^ 

und folglic^h bat den* Worth voii flir das Theilchen m in 
Zeitehmumt df uin 



zugonotmiKoi. 

I)iff(‘reutia.l 


Diese (irbsse kiinnen wir als das vollstanc 
von SI hezoicluien, und wir setzen demnach: 



dSl du<^ , dSl , r).<^ , dSl 

dt <A ()x ^ d ^ 


Dii*. (kmiponentcn dor Beschleunigung des Theilchens 
halton wir hieraus. wiuni wir SI — u, w setzen, also 


du dv ff _ dw 

In' ■' ^ dt' ^ Hi 


Diose Ausdriicko. haben wir in den Formodn §. 144 ( 1 ) 
zusotzon, uni dic‘ I)iHerontialgleichungen der Bewegung zu 
halten: 



(/ n 
dt 

d 
d f 


mm 




B 



wit 


B 

B 

B 
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rft‘ii!a‘t, iits 4 *' 5 t» 4 -is»- i-isii f 

j |» *^1’* Kl^iln'i! «i»'t /’•■<• '■nj's!i .ijss-irl. I'1i4««|ti^ 

lllrlilie. !hI lllili f nil Irllvlrm^ 'ul 'it Ulii «» || 

gM ist til*' i!H \ iHiiiis-n t iti »|,-r /,<nli*iiitji!it 

I f’lfflf llljsi *'*’4 Hi Milt lit iinf «|r|j (ltg||\ 

M'lii*ri Hall. 
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I^a ilirii liir f ^sIi.h m % 

jB 4 . I, §. Milt «i«*r VuK?‘l 4 nc! 4 t!^! 31 l!^» 111 I Mriiirl jfi||; 

fill » 4i.|#ll «« 

«»lrr jtusfiilirlit'li is 

1£ ... ,« 

^ ^ rl f J- 

imIw rinilirti rtCK”ti 


(fii 


t # 


tta Fulli* 

«tt«l 4»ati wirtl filrkliltSti rinCa^-ii: 


f ruifct^, 


(«l 


t' J' 


Fill* Pifif •i'i|i«'lii. «,ir|i ipti-ii, w*-iin I* ti»*r 

atti»er« Driick t»l, fitp Ifciiifiiiti 


CT| p - Ik 

Fit flit Flil«.«iglrit aiii feteii Il4iwlf« III ll^riilifiiif, * 
koininl dk flwinigiitii ihiti. «!*»• I !• 

itt der Etchtttiig <l«r Wttnl tor ift4i#*ti Imiii, iiml «fft% ftA 
w«nti di* Will! iii ittili« lit, iif,4i » 4it» lludiimii dff 
h#d«tttot, ik Wliifin*: 

(8) J. «i. 

und w«ni ilit W»itti i«;.!li»t titi** ikmimm*U$km^ ii«t., litffi C«« 

poiifnti « d#r 

(91 s4. t^.V 
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aus diesen Bedingungen die Fimctioneii v, to 
D erhalt man die Balm des Fliissigkeitstheilchens 
jration des Systems gewohnlicher Differential- 


Ix 

■it 





dz 

Tt ~ 


idige Integration dieses Systems giebt dann x, y, z 
von t und den Anfangswertlieii a, 6, c. Dadurch 
ang von den Differentialgleichimgen der Hydro- 
zweiten Form zii denen in der ersten Form ge- 


ite Form dor hydrodynamischen Differential- 
'd die liluler’sclie genannti). Sie ist in solchen 
•theil anzuwenden, in denen die Begrenzung der 
se mit der Zeit unveranderlich ist, weil dann die 
, z einon unveranderlichen Bereicli haben. Ist 
re Begrenzung voranderlicb., so ist es geratlien, 
rn anzuwenden, weil dabei die unabliangigen 
e imrner einen unveranderlicbon Bereicli haben 


§. 146. 

□ n der Fuler’schen zu dor Lagrange’schon 
Form. 

gration der Difforentialgleicdiungen (10) §. 145 sind 
nctionori von a, c bestimrat, und man kann 
on B’orm wioder zur ersten zuruckkehren, wenn 
als unablilingige Variable einfilhrt. Ist dies ge- 
die partielle Differentiation nach die im §. 144 


Ptmeipes gfo^raux du mouvemeut des liiiides (Ilisl. de 
. 1765). Attoh die erate, naoh Lagrange benannte Form 
liachen Differentialgleiohungen atammt ursprilnglioli von 
loipiia motua fluidorum. (Novi ooinm. Pefcropolitanae 1769. 
tu fluidorarn ex statu initiali definiendo.) H. Hankel 
""heorie der Bewegung d©r Fliiaaigkeiten, GSttingeii 
s hiatoriaehe Bemerkune: verdankon, ffllirt sie auf Pie- 
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iuit f‘ (i wur, wir itu I'aragfap 
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t i ( "I 
( it ft' 


cU‘.. woriii, friilw*r 1441, W tlw’ 

\ <» . t ,f t M f £ 

* . # 

' *■ t it r n t' f 

Hiertiacti fciigt mm (lH) ilS, «ia «li«i Iiillrrmlmtitinutt 
dt Uftti dh^ tail t'iiiaii4«’r n-rtatiw'lilMir *iifni; 
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f.X ill ("U 
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Ii 

(• I 

*lf rr 

d w 

f' dx 

b ti ii f f 

i !* ti t 

*# 

r 

fl f' f 

p.« 

Fy tiJ 

r ^ iii ia 

f f ii 1 t 

Si 

f’ y 

c| 1 f' r 

bw 

1 d 

Bad r s 

r* Ii iI i 

-* 

r «■ 

fl f» i 

Wi ' ™ 

bM ii 't 

t i ii i it, 

^ " 't ' 

t i dt » 

4 

f' J* 

fl 1 f e 


und,rtiithkt Hfieli d): 


■ ^ di ^ ^ Vx ' rf fsl » til * 

imd Moniacli tebt di«* |. 14S {in m 1. 144 (It fc 

CHu (llticbunpn 1 I& ( 2 | «rp*k«ii iliirrli Mtttli|»lk*tioi iil 

fi’ fa* ?i Additi©!! itiittiitl#lb»r dii* twt# ti**? Clktctei^ 



























Erbaltuiig der Wirbelmomente. 


Wir wollen jetzt den bydrodynamischen Gleichungen noch 
einc andere Form gebeii, aus der sicli am einfachsten gewisse 
allgemeine Integralgleiclmiigen ergeben. Wir setzen dabei vor- 
aus, dass die ausseren Krafte eine Kraftefunction haben, und 
gehen dcmnacli von dcii Gleichungen (5) §. 144 aus, in denen 
wir jetzt unter a, c die Anfangswerthe der Coordinaten x, y, z 
verstelien, Wir bezoiclmen mit w, v, w die Geschwindigkeits- 
componenten einos Massentboilchons und mit Wq deren An- 

fangswerthe, actzen also in der Bezeichnung von §. 144 


0 ) 


r) X 
'()t 


w, 


dy 

dt 




ot 


w. 


Dann ist 


dx d^x __ 0 / d^x 

'da 'dV^ dt V da dt 

_ 1 ^ 
dt \ da) 2 da' 


und Aelmliohes gilt fur die anderen Glieder der Gleicbungen 
144 (5). Wenn wir daher 

i 

(2) X = j 

0 


f ^ ^ 4- t;2 -)- dt 


sotzon, 80 konnen wir die Gleichungen §. 144 (5) in Beziehung 
auf i integriren, utid erhalten mit Riicksicht auf §. 144 (9): 


( 8 ) 



I 0?/ 1 0^ 

' 6 a da 


Wo ~|“ 


da' 





''^y j. uiiLi 


Vq -j“ 


06’ 


0^ I dy , dz 

60 ’ do ' ^ 


0 0 


^0+1" ^)- 


‘) IL Weber, Ueber eine Transformation der bydrodynamischen 
Gleichungen: Crelle’s Journal Bd, 68 (1868). 
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Es ist al)Gr daboi wohl zu boacbten, dass die Constanz des 
?Virhelmonieiites nicht am absoluten Raume, sondern an der 
)e'WGgten Masse haftet. 

Im ‘J1 dea crsten Bundes haben wir als Wirbellinieii 
lolclic Linien definirt, diG in jedem ihrer Puiikte die Richtung 
lea Curia haben, die also durch die Differentialgleichungen 

d:v \ dy \ ds — 6* : Cy ; 6V 

lestinimt sind. Wenii also die- Flache aus Wirbellinien ge- 
oildet ist, ho ist in jedem ihrer Punkte Cl — 0. Die Gleichung 
;6j zeigt clarm, dass im Verlauf der Bewegung auch On ~ 0 sein 
muss; wondet man dies auf einGn unendlich schmalen Streifen 
liingH (‘iner Wirlndlinio an, so folgt: 

2. Die KluHsigkeitstlHdlchen, die im Anfange auf 
oinor Wirbollinie licgeii, bloibcn im Verlauf 
der Bewegung auf eiuor Wirbellinie, 

Wir lasaen jetzt die Annahine wieder fallen, dass F und 
aus Wirbellinien gebildet 8(',ion, und legen durch alle Punkte 
der Btfgrcnzuiig der Flacho 2di die Wirbellinien. So erhalten 
wir einen Wirb el canal und jede Querschnittsflache eines 
Bolelien Canals hat da 8 Hell )0 Wirbelmoment, das wir das Mo- 
mont des Wirijolcanals genaniit haben (Bd. I, 91). Wir 
haben Jilso aus 1. imd 2. den Satz: 


H, Die FUissigkeitsmasKe, die am Anfang einen 
Wirbolcanal orfiillt, bildet auch im Verlauf der 
Bewegung einen Wirbeleanal, dossen Moment mit 
der Zeit unveranderlich ist. 

Von beaonderem Interesse ist dor Fall, dass der Curl der 
Cesrhwindigkeit gleieh Null ist. Woim dies am Anfang der Fall 
ist, HO bloiht diese Eigenschaft nach 1. wlihrend der ganzen 
Dauer dor Bewegung erhalten. Dann ist also die Deformation, 
di(! die FHiHaigkoitsmasse in jedem Zeitelcment erfiihrt, rota- 
tionsloB odor wirbelfrei. 

Der Vector ^ ist in diesem Falle ein Potential vector, d. li. 
GH giebt eino Function tp dt^r Coordinaten a:, 0 und der Zeit, 

so dass 


u 


d 9 
dx ’ 



w = 


d (p 
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1 ^, 2 /, 2 miabliangig, also constant oder nur eine Function 
• Zeit ist. Es ergiebt sich also; 


'() cp 

'() t 


iv nach (2) 


Q 


g- —j- —j— (7 


9 (p 
at 


V - 



Hierzu kommt noch die Differentialgleichung 145 (4): 


9 Q 

'a t 


+ 


9 Q 


9 (p 


ax 

dx 




0 Q 


dip 

Yy 


d Q 


d cp 


dy 




d0 
0 0 


0 , 


d (5) und (6) sind jetzt die beiden allgemeinen Differential- 
dchungon fur die Functionen ^ und ^ (oder q). Als Grenz- 
dingung ergiebt sich fiir eine ruhende oder in gegebener 
wegung begrilFene Wand aus §. 145 (9) die Gleichung 


0 cp 
d n 




inn N die Gomponente der gegebenen Gescbwindigkeit eines 
andpunktes in der Kichtung der Normalen n an diese Wand 
deutet. 

An einor freion Oberflacbe der Fliissigkeit, an der wir den 
•uck constant annebnien, mussen die beiden Grenzbedingungon 

) p ~ const., ^ = 0 


stehoh, von donen die zweite sich auoh so darstellen lasst; 

\ 4-^ 4. _ 0 

' dt ' dx dx dy dy"' d 0 d 0 

Sio besagt, dass die Fliissigkeitstheilclien, die an dor Ober- 
.cbo liegen, auch im weiteren Verlaufe der Bewegung £in der 
)orflache bleiben. 


149. 

Wasserwirbol. . 

Wir wollen ein einfaohes Beispiel fur die stationare Be- 
3 gung betracliten. Wir nebmen als wirkende Kraft die Schwer- 

Elemtuin-We-bor, Partiella DifTerentlalgleiohungan. II. 25 
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kruft an, «li«* Uis'litiiiii? »i«‘r - A\i» hiilsrn mag, 
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1 li^ I ri 

(t jp ^ gg — ~ C. 

Uio Gleiclmng cler OberEache erhalten wir hieraus, wenn 
w i) gleicli eiiier Constanten setzen, und wenn wir den Anfangs- 
p ikt der Coordinaten passend legen, konnen wir also die Glei- 
cl ing der Oberflacho in die Fo:^m setzen: 

_ 7c2 

( ^ 

Es ist eine RotationsEilche, deren erzeugende Curve von der 
d tten Ordnimg ist, und die Linie ^ = 0 und r = 0 zu Asymp- 
t( en liat. 

Dio Gestalt der Obertlache ist also trichterformig und geht 
a der g-Axe in unondliclie Tiefe. Dies erklart sicb daraus, 
d ss (lie Wiiikelgeschwiridigkeit nacli (4) in der Axe selbst un- 
i'. llicli gross wircl 

Man kann auch eine Bewegung angeben, bei der die Ge- 
8 iwindigkeit in dor Axe nicht unendlich wird. Man muss aber 
(J nn in oinem Thoil der Flussigkeitsmasse auf ein Gescbwindig- 
k itspotential verziohten. 

Wenn niimlieh (Oq und 0 Constanten bedeuten, so geniigt die 
I mahme 

It = — (Ofl 2/, V — COo3Gi 10 — 0, 
p =z cj g -j" ~ -{- (7, 

( n Difterontialgloichungen §, 145 (2), (6). Die Fliissigkeit dreht 
g claim mit constanter Winkelgoscbwindigkeit wie ein starrer 

Fig. 49. 



orpor, und die Id&chen p = const., also auch die freie Ober- 
iche, sind Rotationiparaboloide, die ihre Hohlung nach oben 
ahren. 


26* 





. \cii ' **li 3. t .% i-•>‘’is ”1 l'' I 

Mau kaiin (liow l«“iti**ii fMl|.t.'!i«it-r Wfiw 

einumit-r rumbiiurmi 4l< x M:iii Krliui.* riii.* l»eli 


U ■ "■ W.9 l|, 


5< < I 


ftsi' r > f 


i> ti 


|i --- I/. 


s# • . »♦. 


und dandt di<‘ C*miiwiiisligli«it«’!> I'sii** 


aeieii, ntuta man 


wteen. '^Venji wir r', Ihuvk mi tkr (%r. 

flifisp seto’ii, m wir4 dw* Itlf^rtiani? 4*^** < »l»*’-r!kr|ir 


f . f 


und die htt »ii»* Bmn* £ « «ir 

Fir r < c wirti dif Cil»‘rJitiiig il«r iiarti (h| iiad (I§| 

. I* . .. 




und die*® fchli* 
Mi, w«m 


iiii ^li«’ * llit’i'liMll® 


fi I 


gewHilt win!. Dariti wtrd iir r » *“ <li** 4pr ttkirlfete 

1,'^ 

(12) e !?"' • - r^|. 

und diiin lialiiit likdi 

Tftftgeiitialebwt. Aa*’ii ilrr l=tpiel p rrliali fwr r ’■ f, fiicl (I) 

and (10) dunwlbiii Weifli 

|, ..... ^ g , f ^ 

Fiir r > e iit itii» lt 0 Wf»giiii •irl**!lfr«i K«i ^^ii«liirt 
sdkrdlwp awlir«triitg«, lieK;lwii4iltildl«|«l«»»liai 
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<; c existirt aber kein Gescliwindigkeitspotential. Im Inneren 
eses Cylinders findet eine wirbelnde Bewegung statt. Die 
efe des Tricliters ist hier endlich, namlicli [nacb (12)] gleich 
/pc2, Oder wenn wir die Rotationsgeschwindigkeit (Dq einfiihren, 
eich col o^/g. Dieser tlieoretiscb mogliche Fall diirfte ein ziem- 
;h gates Bild von dem wabren Bewegungsvorgange bei Wasser- 
rbeln geben, wenigstens so lange man von dem Einflusse der 
jibung abselien kanni). 


Lamb, Ilydrodynamios. Cambridge 1896. S. 29. 
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-< c existirt aber kein Gescliwindigkeitspotential. Im Inneren 
eses Cylinders findet eine wirbelnde Bewegung statt. Die 
,efe des Tricliters ist bier endlich, namlicli [nacb. (12)] gleicb 
Oder wenn wir die Rotationsgeschwindigkeit coq einfuhren, 
eicb og g. Dieser tbeoretisch moglicbe Fall durfte ein ziem- 
ib gutes Bild von dem wabren Bewegungsvorgange bei Wasser- 
.rbeln geben, wenigstens so lange man von dem Einflusse der 
3 ibung abseben kann i). 


*) Lamb, Hydrodynamics. Cambridge 1896. S. 29. 
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unter der AmtiiJiaie foii iitittn^r /n. wtim « li 

einem Angeiililick iltr Fall w»r, iilwi /. 11, dtit tiewep^ 

Ton der Ruheliifis »tts diirrli fli«< Ettiwiflttiig %'«»i 
entetaiidan 1st. 

Eiidlieh tiifiro«ri wir titicli mi, dii*% cin* I*1iiwiglt?tl im Oi- 

endlichon in lliiln* «ii, 

Nm^li ^148 bat lii®r dit Fttiwtifiii f- m »l*'*iw inn7.i*fi E»bip 
auiBorhalb dit Kiir|*iff« *lii» IWiiigitnn mt lwfrii*di^: 
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nocb weiter di® IWiiiiwii 
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»(). 


riussigkeit hinein positiv gerechnet ~ bedeutet, und N die 
gegebeii zu betrachtende Componente der Geschwindigkeit der 
rdaclie nach der lUchtiiiig n. 

Soil ini Unendlichen Ruhe sein, so muss der Gradient von cp 
XJnendlichen gleicli Null, cp selbst also constant sein. Wir 
len annehmen, dass die Abnahme der Geschwindigkeit so 
:k soi, dass das iiber eine allseitig ins Unendliche hinaus- 
kende Oberflache SI genommene Integral 


d(p 
d n 


dSl 


I zugleich jeder boliebige Theil dieses Integrals versehwin- 
nd klein werde, mit anderen Worten, dass die Gesammt- 
nge der in der Zeitoinheit durch irgend ein im Unendlichen 
egenes FlachenstUck hindurchtretenden Flussigkeit unendlich 
in sei. 

Nirnmt man fur SI eine Kugel mit dem vei’anderlichen 
iius Ji, so erhiilt diese Forderung auch den Ausdruck: 


Lim 


dep 

dli 


0 . 


Wogen der Diffnrentialgleichung ^ (p ~ 0 konnen wir (p als 
iwton’sehos Potential von Massen ansehen, die im Innoren 
er auf der Oberflache des eingotauchten Korpers gelagert sind. 
3 Bedingung (4) besagt dann, dass die Gosammtheit der 
isson, die dieses Potential orzeugen, gleich Null sein muss, und 
in kann ihr also auch die Form geben: 

I Lim licp = 0. 

Woitore Bedingungen sind dann nicht zu berucksichtigon, 
)im wir keino freie Oberflache der Fliisaigkeit annohmon. 

Dioselbcn Gleichungen gelten auch fiir den Fall, dass 
fliroro starre odor in ihrer Gestalt in gogebenor Weiso ver- 
derlicho Kbrper in die FlUssigkeit eintauchon. Wir beschranken 
18 aber auf den Fall eines einzigen starren Korpers, und drucken 
nachst die Bedingungen (2) durch die gegebene Bewegimg des 
irpers aus. 

Wir sehen ftirs erste von dom zeitlichen Verlaufe ab, be- 
achten also den Zustand in einem bestimmten Augon- 
liok; mit anderen Worten, wir betrachten die Zeit t als einen 
irameter, nach dem nicht differentiirt wird. 
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111 do ein Element dor Kdrperoberflaclie bedeutet und das 
3 gral iibor die gansne Oberflaclie des Korpers ausgedehnt 
d. Man kanii dieso Formel leicbt analytiscb (aus dem 
ze von Gauss) ableiten. Sie ergiebt sicli aber auch aus 
Eedeutuiig des Integrals. Denn das Integral (8) giebt, mit 
1 Zeitolement dt multiplicirt, das durch die Bewegung des 
;pers in der Zeit dt neu bedeckte Volumen, vermindert um 
freigewordcne Volumen; und da das Gesammtvolumen des 
cpers ungeiLiidert geblieben ist, so muss die Summe gleicb 
[1 sein. 

Die Gleichung (8) ist eiiie nothwendige Voraussetzung 
iir, dass die Gleichung (1) unter den Bedingungen (2), (3) 
0 Ldsung hat [Bd. I, §. 96 (1)J. 

Aendert der Korper bei seiner Bewegung das Volumen, so 
die Bedingung (8) nicht mehr befriedigt. Dann ist aber auch 
Bcdingung (3) nicht mehr erfullbar, weil dann durch jede 
1 Korper uraschliessende Fliiche ein der Volumanderung des 
rpers gleiches Flussigkeitsvolumen aus- oder eintreten muss. 


§. 161. 

Eindeutigkeit der Losung. 


Urn die Frago zu beantworten, in wio weit durcli die Bo- 
igungon des vorigen Paragraphen das Gcschwindigkeitspotentiid 
bostimmt ist, verfahren wir ahnlich wie bei dem nahc ver- 
ndten Problem der stationaren elektrischen Strome im §. 168 
3 ersten Bandes. Wir bildon einen Ausdruck fur die kinetiache 
icrgie dor Fliissigkeit, der uns auch spiiter noch niitzlich sein 
rd, und der nur dann verschwinden kann, wenn die Fliiasig- 
it ii be rail in lluhe ist. 

Es ist namlich identisch: 



div (p grad gi — ^ -d % 


d da jd(p ■= () ist, nach dem Gauss’schen Satze, wenn die 
irmale n aus dem Korper in die Fliissigkeit hinein positiv ge- 
chnet wird; 



,\ r « Si .* r is Jl I f 8 A i’ ll 31 i i 1 
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H li ii, 
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uikI tluriii ist. wt'uu f dus -jais/** l‘«*!ti .’iustierlmlb d® 

K«*r|H*rH ln'tltHiti’t, Wfg«*ii it"T L»?» I.;’! «li48 latc^l 

in Brau|? auf dtt mtr hIht sli- t ibt’ifl'nisr 'b-n Kbrpers anaa. 
(lehnt*ij. 

Nelimt‘11 wir tl«*r EiisfaciiLrsi li illi«-'r »li«* Birlitigkeil dtr 
FUlssigkeit glficla I mu «» b-it 

I I , I' f ' t' .i. 


i i c' ,r / » f f / ^ s .:■ / 


flitt kiuE*tis« 4 ii* Ein'rgs** <l**r m *Is*mi \«*liiiiifi« 4 rtiiriil dt ^ 
h!iltE»ii«{i tiinl w«*tin wir dnhrr mil I\ »In- b'lipucligt Kttfl 

(!«*r g<*haitiitib*si l*hi**‘»iglc«itMiiitofc*’ *ts» i%| narii (i| ud 

nncli i. 15(1 f’ii 


Hiemisi ftilit, sk»«, S « I'A, iiitoii ’i\ 0 , sl« ^ 

9 =s iMQst. 8«ll Itltl**i4 lliwi 4.%%?* f'ilnlli It di*' («*sr||«iticiigk4t 
liberal! glefeli J^ull lit. ¥.** laiiii al^* h f'sir «*iii iiwl ili»lta 
M iiirlit wi‘i wr«flib*<|t^in’ geb«*ii. Ikst 4 . 

siticl 9 Wlfl 9 ' IWf'i ill firiiiii‘llf**ii S Faurlwfion 9 ^ » : 

gehtirt ihrti Diffrretii 9 — 9 ' «i S •- « aiwl dh-m-* Itiiifrtis it «/ 
also eia® Oiiiitantis, 

Voratiigt**etf.t ist tii^rfMa ila.*# uirtil litir cllt §#< 

»chwiiiillgki?il, i-lw ciftf tifuliffttl %•«» 9 , wiiwif^rn Auvh tlit fti®* 
tkiii 9 iwlbit itetig ii'l 1 >I# t«if f lolgt *li«r wr 

flann am iltr Stetigki*it tl«« w«ii» 

Fild t eiiifftcb itttMtiiii«aliIn|i»tid »l, iiinl «tlt alw* dtr Site 

Daii in tiriftti titifurli tii«i.ftifit«’tiliiiif«i 4 f# 
Filcii, 4 «fiieti Wind*" iii Itiili*’ «lii 4 . «*iit itt- * 
compfiiitlilw cli** iw Tiinidlieltt * 

in Etili» i«t» wirlitflff* 4 <« 

liabift kaiiii. I 

Dieser Sate gilt nklit ««lir ftlr mrtiflurii 
FeW®r, in dtnwa tti«hrw«rtliifi» 

kSnntti. 





























nicnriacii zusamiuenJiangencle b elder. 


1st (ler mit Fliissigkeit erfiillte Raum melirfacli zusammen- 
liiii end, so kdnneii wir gewisse berandete Flachen annehmen, 
an .eneii das Potential eine uber die ganze Flache con- 
stj ite sprungweise Wertlianderung erleidet (Bd. I, §. 93). Die 
Ra llinieii dieser Querschnittsflachen liegen auf den. be- 
gre zondcn Wanden. Der Einfaclibeit lialber nehmen wir nur eine 
sol 10 Flache 6 an, deron Kandcurve mit I bezeichnet sei. Man 
del :e otwa an einen in dor sonst unbegrenzten Fliissigkeit ein- 
get achton Ring, und eine durch den inneren Ae(i[uatorialkreis 
(lie !8 Riiigos bogrenzte Flache. 

Wir haben in §§. 99, 100 des ersten Bandes Potentiate von 
Do [lolscbichton betrachtet, die solche Unstetigkeiten aufweisen. 

1st r die Entfornung eiues veranderlichen Punktes mit den 
Co •dinaton a;, ^ von dom Element da der Flache d, also 

wo 1 mit b, c die Coordinaten von da bezeichnet werden: 

(1) f ~ y — a)® -y- — by -j- — c)2, 

un wird, wenn v die Normale an da in einer beliebig ge- 
wii Iten, aber dann festgehaltenen Richtung positiv gerechnet, 
be( sutot: 

(2; 0 = ^ f V, ^ d (J 


471 : 


0 V 


gei tzt, 80 ist an dor Flache a 

(8] 0+ - 0 - ^ 1 [Bd. I, §. 99 (7)]. 

Ausserdern ist ira ganzen Raume ^0 = 0. 

Die Function 0 hat eine einfaehe Bedeutung: Wir be- 
tr£ hten den ganzen unendliclien Raum, in dem die Flache a 
mi der Ilandlinie H ali Schnitt betrachtet werden soli, liber 
do dor Punkt q in seiner Bewegung nioht hinausgehen darf. 
Nc man wir die Richtung von r positiv, von dem Element da 
na a dem Punkte q hin, so ist, da, wenn der Winkel (r, v) spitz 
ist dr bei positivem dv negativ ist (Fig. 50 a. f. S.); 

d r 

— = —■ cos^r. 
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Wir lirfiiieis fi**}! 
di’li Paiikt»ii »‘iiit-r Fl.irh 

Fill 



(4) 


;s!ltfi. 4»*r itufi'is *li«' q n,U8 

« '‘tnlil’-Jf *Tii*ugt 

«I»-I4 > r Ii i »f ijf I tf ({uy tigjj 

Fiiiikt qi. nn 4 «i.ri I'I.s-li«'!j 4 uck, 

ti|rv»'r lirjfrl :|SiH * !!is V liSiJ q bt^SOhrig. 
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slllH'll 41*' sliisi/.»' Kogsl. 
Oiillit* aU Tijilirji, *iir schgin. 
i»ar«' «l«'r 0, iaiq 

i*ii!iL!«* f| all’* gs-Hi'Ist’ij. Maijii int 


rjfid 
4 jf f ® 


li M 


dil* schi'hiliiiri* <fii, wt'iiii tier Pimkfc 

q awf der Heit# ilrr |»««4iii%ri} N'^nnak- lu’gl-i iin iiitg^gi^ 
Kewritetoii Kall« lil - dm 4 t*» «'liiiiiliar*- Itr*******-. 

F*» wt 4i.hi*r 

(5) # I If |4| 

# 

dia ncliRjribiirt* (frt«»r d«»r Him lit* a, wnni wir atiniliMBi 
daMi kritip Tftfigefiti»lrl*iw mt irg*m4 tnm-m i’liitkir i|i’>r ttlAi 
darcii d«»ri Piinltl f gi4im, mhr imit itMtlrrni W*iri»*ti, mmn 
di© fjwstlft’ Nwritiilwiirirlitiing w mi drr m fat- 

witon Ifent* dMn 4i»r IhmM f tili»srall attf «l#r %iti 4ir 
P rill 4i«r Fiiiicti^ri # aiirli m ati*it»r»ii OTfa 

ciiiiwflto lltHteuliitig $u wir I•'l4lrtl*‘ *i itt Tkdfe, 

dBriin jiiflir fiif lifti *liti liieF Aiitiiiliiii** «»rf*lllt. (Witt 

wir auiitehttieti, ciws cliti ilire Itirliiiing 

sfcetig flridftrt, wertkiit cMr%e 11i*-*ii« toij Piiimiwlrr liillit 

wtclw Otirfeii, lings ii«rt€i tli« TmigrnuUmkdmmmt mi # iliirA i« 
Purikt q fftlien*) Wir tiflwft* dititt in gmuimi 11^1 I 
(line tich ite% iiidiimit |«»ilip« ^rifi«iilri«?tittifif mi* tiiid liiiil 
di© icihiiali&rf'! Wriitw’ dt*r ganiffi I'iwiw^ ait* 

Ordssen ihrtr Ttieib iiinttiitii©, wr*ii#i limiii tftifii«»r »lsir#ii 
gekftltin win!, d»a ein iiilelw^r Tlwtl |M«it4%’ ti»"pltf »’■ 
reclingii wt, je tiai^lid«iii f mf «li*r ii#r |K*tiw*ti »d^ 
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151 Mohrfacli zuHaiuiiKinhaugonde Felclor. 

Seiti! lor iiegativcdi v gelegeii ist>). Daivn konneii wir allgemein 
sagei 

. ie Function 0 ist die schoinbare Grosse der 
Fliic LC 6 . Dicse Bedeutung der Function 0 veranschauliclit 
sehr leutlich die Relation (8). Denn ziehen wir von einem 
Bunk i der Flilche 6 die Strahlen nacli der Grenze A, so erhalten 
wir i if der Kugelflaclie eine goschlossene Linio, von der wir 
anno nen wollon, dass sie sich nirgends selbst durclisclmeidet. 
Die dieinbare Griisse von cf ist dor eino odor der andere 
der 1 iden Theile, in die die Kugelllacbe von dicser Linie zerlegt 
wird, jc nachdoni wir das Gcntruni auf der ])Ositivon oder der 
negat '■en Seite von (J nolimen. Beide ergiinzen sich also zu 1, 
und ■ ir luiben also init RUcksicht auf die Vorzeiclienbostimmung 
die 1' lation (8). 

j indert man die Flficho d, ohne ilire Begrenzung A zu 
andci , BO bloibt die Function 0 ungeandert, so lange die 
Aend -ung von 6 niclit so weit getrieben wird, dass der Punkt q 
auf i. 'c andere Seite tritt. 

1 dirnon wir z. B. d als die Flacho oines Kreises und also A 
als K 3i8p6ripherio an, so wird die Function 0 als Flacheninhalt 
einer ipharisclion FRlipse dargestellt, und die Aufgabo fiihrt 
auf i 1 olliptischos Integral, dossen Modul von der Lago des 
Punk 8 q abldingt. Die Aetiuipotentialflachen 0 = const, gehen 
alle ' irch den Kreis A. Die KrcisHache selbst und der Tludl 
dor I >ono ausserhalb A gohoren selbst zu dieson Fliichen, os 
entsp schon ihnen aber zwei urn Vs vorschiedene Wertho von 
0. E i Schaar der Fliichen 0 = const, hat einigo Aohnlichkeit 
mit c lom Kugolbuschel, desson Schnittlinie die Curve A ist. 

1 e orthogonahni Trajectorien dieser Flachenschaar sind die 
Stron ,nien. Hie verlaufen in don Meridianlinien und liogen auf 
ring irmigen Rotationsflachen, in deren Inneren die 
Linie . verlliuft. Denkt man sich oinen solohen Ring als feste 
Warn so erhiilt man eine mdglioho wirbelfreie Bewegung in 
einem sweifach zusammenhUngonden Felde. Der Querachnitt einos 
soIcIk Hinges ist aber kein gonauer Kreia. 

I dor Linio A selbst werden die Ableitungen von 0, also 
die G jchwindigkoiten, unendlich gross, und darum ist eine solcho 


*) Dioae Beutimmung wftrd© bei den gogenannten Blilohon, mit nur 
einer i ite versagen. Solohe B’tllle Bohliessen wir hier aus. 
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Nttch (t>) und (3) mum iil«*r t‘ »« 4*-r Fl.-irti** n st**lig itiii, ml 
mu (7) erfiabt «cli 
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«i #1 I fi 

IHe Aiifgali*.* i^l *»!»*« iiiii tin* A«filn4ia| 
allies ilitlgfin Btitimlial** /«rtickgi-'fiilirt, dtsut 
iiacii der l^’firiaali* «it<ittiin«*n«» Ablfittitif ii 


tier i‘<i, 

lilt hier tiocli to lM*iH*Tkrfi . fliw liir I wiirlirMi 0 
von dar Claifedl d*T H«rlp» «, nit-lil mh^r vmi t^r der Ikrtf i 
imabhingig iil» wilirmd tliicli «t l■J|lirt*‘»,tllll4t, niiiilirli la ii« 
Function audi «W rsift«< I «‘»'ii««diillri 4 lit, w«ii 

diet© Curfi »i gemm*a winl, fi*i« m«j gmn* itu K*#rpr M 
oder an dtiinii Dk^rtiitelm wIMwft, mid Mulrirli idrlit dit pail 
Begreniung iine« la Ina<irtti llfek*- 

itUckw ist. 


m, 

Einw«rt.liige tiid#. 

Wir beriickiiclitigw Jilit iiir umk tirii F«ll 4i*f «iriw*rl^» 
Gesehwindigktdltop^iitmli, wd atim## mmmi iit «li« 

































;verlhige Gesclvwindi^keil-spotentxale, 
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tarrcn Korper an, der in irgend einer Bewegung 
Die Aufgabe gestattot dann eine weitere Vereinr 
liat nanilich nacli §. 150 (7) die Normalcompo- 
usdruck: 

\{nx) -•}•■ Fcos(n^) -f- kF'cos(n^) 

— 4fCOS(«^)l -f- — iCGOS(w^)] 

Eficcos (« 2 /) — yQQs{nx)\ 
demnach 

^/ ] “i“ ^^ 9^3 ~1" 9^11 H' ~i~ ^ 9*6 ~i~ ^ 9*6 

1, dass die Functionen 9)1, goa ••• To einzeln der 
Imng 

^ 95 , = 0, k==z 1 , ‘ 2 , 3, d-, 5, 6 

fling iin Unendliclien |§. 150 (5)] genugen, Aus 

1 aber die Grenzbedingungen *. 

(■,08 (w ir;), = y cos (w d) — z cos (w ?/), 

cos {n ?/), 0 cos {n x) — x cos (n ^), 

coa (n ^), ^ ~ X GOB (w y) — y cos (n x), 

0 w 

Functionen cpn diosen Bodingungcni gemiiss be- 
geniigt 9 alien Bedingiingen, die an diese Function 

onen (pk sind speciello Falle der allgemcinen 
io Functionen <pk enthalton aber nichts mehr, was 
U^ron Bewegungazustande des Korpers, d. h. von 
li abliangt. 

:» Bind durch die goomotrisohe Natur der 
nzung dos Korpers alloin YoUatandig be- 

t. 

ill auch leicht die Abhtlngigkeit dieser Functionen 
des Goordinatensystems niihor angeben. Fiiliron 
Stelle flea Ooordinatensystema x^ 1 /, ^ ein anderes 
winkeliges x\ y\ 0 ' ein, indem wir 

x' rr- a 4 " - f “h ^9^1 

y' 6 -4" biX —f* bt^y -I” 

d ■=: Q -1“ ^ "4™ y “f” ^8 ^ 
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Neunzetinter Abschnitt. 


§. m 


setzen, worm die Coefficienten ^2 ••• ^3 den bekannten Rela* 
tionen flir die rechtwinkelige Coordioatentransforraation genligen, 
and a, b, c die Coordinaten des alten Anfangspunktes im neuen 
System bedeuten, so ergiebt sich, wenn die auf das neue System 
bezogenen Functionen 9 ?^ mit bezeichnet werden: 

='cos(w, x') = aiCos(nx) -I- a 2 COs(ny) -j- a 3 COs(w^), 

0 n 

und mit Benutzung der bekannten Formeln — b^c^ etc.; 


0 

dn 


y'c,os(n 0 ') — 0 'cos(ny') 


= 0cos(n^') — c cos (ny') -(- ai[ycos(n^) — 0cos(nyyj 
-f a^[zcos(nx) — ircos(w^)] -j- ai[x cos (ny) — ycos(nx)] 

und entsprecbend die iibrigen Formeln. Diesen Bedingungen 
aber geniigen folgende Functionen: 

H" <^2 9^2 ~1~ ^3 9^31 
( 5 ) 9*2 ~ bi(pi 02 9^2 ~ 1 ~ ^3 9^31 

grjg — Cj 91 -j- C2 92 "H C3 9)3; 


9?; = 0 9)3 — c 92 + 94 + ^2 9^3 -f- <^3 9^6. 

(6) 9 b ~ ^ "i“ 9*4 ~f“ ^2 9P,'. "H bs 9P3, 

96 = a 92 ~ 09! -|- Cl 94 -f- ^2 9^6 -h ^3 9 ^( 3 - 
Wenn die drei Functionen 91 , 92 , 93 bestimmt sind, so iat 
damit zugleich noch ein anderes Bewegungsproblem geldst, Ef 
ist namlich, wenn wir x^ y^ z als Functionen von n betrachten; 


/ \ bx . . d y /s d M 

cos(«*) = ^, cos(«;/) = ^, cos(n^^) = ^, 

und es ist also, wenn «, j3, y Constanten sind, und wenn win 


(7) cp = a{x — 9 i) -|- /3( 1 / — 92 ) -j- 9 (^ — 93 ) 

setzen, iiberall in der Fliissigkeit i= 0 ^ an der OberflS( 0 hi 
des Korpers dpjdn == 0 , im Unendlichen ist aber die G' 6 '* 
schwindigkeit nicht mebr Null, sondern ihre Componenten bLaben 
die constanten Werthe a, y. Es ist also damit das ProMeis 
gelost, die Bewegung des Wassers zu bestimmen, wenn ein starrer 
Korper in einen unendlichen Strom getaucht und festgehalten 
wird. Dies Problem ist mathegnatisch mit dem elektrisohen 
Problem identisch, dass ein nichtleitender Korper in einem con* 
stanten elektrischen Stromfelde liegt (Bd. I, §. 183). 




§. 164. 


Kugol in dor iniiasigkeit. 
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§. 154. 

Kugel in cler I^liissigkeit. 


D ^ Bestimmung cler Functionen lasst sich in einigen 
Fallen (lurchfiilircn. Wir nehmen zunachat den festen Korper 
ala Ki cl ani). 

B leiclineii wii mit t den Abstand eines variablen Punktes 
q mit on Coordiiiaten x, y, 3 vom Kugelmittelpunkt, so dass 

z = ^2 

ist, sc iallt (lie Kicbtuiig von n mit dor Richtnng von v zu- 
samnn uiul c^s ist 


cos (« a?) r=- cos (W1/) = ^, 008 {n 0) == . 

E iat also 

y cos (nz) — z cos (n y) == 0, 

mid d cans folgt, nach §. 153 (3), dass und ebenso 915, (p^ 
Coiistc .ten sindl, die gleich Null gesetzt werclon konnen. 

Z Bestimmung von 931 habon wir, wenn c den Kugelradius 
bedoui t, und dor Winkel (r x) mit # bezeichnet wird, die Be- 
dingui :en: 

(1) z/931 = 0, 

= cos#, fur r c. 
dr 

E ist aber bekanntlich 


also a oh 


und -w nn wir daher 




1 

r 


0 , 


1 

dJ 

r 

dx 


J 


— X 




0 , 


*) 3ie« i«t der von Diriohlot zuerat durohgeftihrte Fall: „Ueber 
die Be egung einei festen Kfirpera in einem inoompressiblen Mssigen 
Mediur Berichte der Berliner Akademie 1862. Diriohlet's Werke, 
Bd. 2, 116. 

Eiei inn*W@b9r, ParUall® Ditterentlalgldoliungen, 11. 


26 
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Neunzelinter Abschnitt. 


§. Ifii 


( 3 ) 


— c'^x — c'^ cos-O’ 
2r3 ~ 27^ 


setzen, so ist die Bedingung (1) erfullt. Wenn wir aber nacli r 
differentiiren, indein wir # constaut lassen, so ergiebt sich 

d(pi c'^ c^o) 

= --7 cos d- — —-, 

Q ff 


and es ist also auch die Bedingung (2) fur r =■ c erfullt. Ebeuso 
findet man die Functionen (p^. 

Hiernach lasst sich leicht die kinetische Energie der be- 
wegten FHissigkeit berechnen. Es ist namlich; 






x^do ■= 


2 7C 



8^2 

0 r 


do 


2c 


xy do ~ Q etc., 


und folglich ergiebt sich .nach §.151 fiir die kinetische Energie 
der Fliissigkeit, wenn V die Geschwindigkeit des Kugelmittel- 
punktes bedeutet: 


Da wir die Dichtigkeit des Wassers gleich 1 genonmiien 
haben, so ist das Kugelvolumen 4:/rcV3 zugleich die von der 
Kugel verdrangte Wassermasse und wir erhalten, wenn wir 
diese Masse mit m bezeichnen: 


2Ti = imF3, 

oder, wenn w, w die Componenten der Geschwindigkeit del 
Kugelmittelpunktes sind; 

(^) 2 Ti — ~m(u^ -f- ■y2 

Urn die Stromung der Fliissigkeit an einer feststekendefi 
Kugel zu bestimmen, geben wir dem Strome die Geschwindigkelt 
1 in der a:-Richtung, und setzen nach (3) und §. 153 (7): 

(5) <pz=x~cp^ = x(^l-j- == cos # 4- - 

Die Stromlinien verlargfen in den durch die ar-Axe gelegtSB 
Meridianebenen, und liegen auf gewissen Rotationsflachen. Sie 
werden also durch eine Relation zwischen r und & ausgedrilokt 
Es sind die Curven, die auf den Flachen q) = const, senkreoht 



Ellipsoid in einer Fliissigkeit. 
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Liid man hat also, um sie zu linden, die Differential- 


dr _ (p' (r) 

d -O' q)' (-itj 


cotg at 


1 


f 3 


r -|- 


C8_ 

2 


n i. 0 ,^ 0 , dr 

— 2cotg#a'9’ = -r- -- - — 

^ /yo _ ^3 y 

iren, deren Integral sich leicht durch Ausfiihrung von 
chen Quadraturen bestimmen lasst. Man erhalt, wenn man 

2 r3 cs 1 _ 3 >-2 1 

_ g3 rjf — g3 /jr 

mit k die Integrationsconstante bezeichnet; 

~ ~~ = sin^'O’. 
r® — c* 

k = 0 ist entweder sin-O’ = 0 oder r — d. h. die 
/"erthe von k entsprechende Stromlinio setzt sich Zu¬ 
lus dcm Kreise r==c und dem im Inneren der Fliissigkeit 
, Theile der reellen Axe. Die Constante k kann keine 
Werthe erhalten, und je grosser k wird, um so mehr 
ich die durch ( 6 ) dargestellten Linien den zur ic-Axe 
I Geraden rsin'O' = const. 


§. 156. 

Ellipsoid in einer Fliissigkeit. 

hnlich einfaoher Weise lasst sich die Bestimmung der 
sn 907 *, fiir ein Ellipsoid durchfUhren 1 ). 
konnen hierbei an die liesultate von Bd. I, §. 148 iiber 
ih© Induction in einem Ellipsoid anknupfen, weil unser 
mit dem dort behandelten fast identisch ist. Wir be- 
e Gleichung des Ellipsoids auf seine Hauptaxen, und 
ie in der Form an: 

4 .+ -•?- = 1 . 

^2 ' f )2 > 


jbBoh, Grelle’a Journal, Bd. 62, 8. 108. 
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iTi - 

j‘ 

^ ^ t 

t/ 1 4 

( 1 - n 


« ij 

f* 

■f^9i 


f f 

/ .r 1 . J 

('» 

P 43’ 

f » 

»■ ^ «i • 



' f t 

J V '-s' 

r « 


l‘ H 

|i ti ■ 4 ^ 


(8) 


Eg Hind nun, wnnij £ nu mumvrrr 1‘iifikl i«t, | dit 
tive Wurzel der cuhisrliPii fikdrliaiig 


(4j 


X® 


bedeatetj dia fiir die l*mkie il«r iii Hail tiifrrgflt^ trf 


gwetet ist, 


z.==|/(. +;;k« 


r S 


II' 






1 4* 


j (r» . || 

die Componentan ciar Atisiiflitifig il#** mii ti*)iiio»apf M*—* 

fdllt gadachteii iiml 


( 6 ) 


-do 


j ,!,t i 


ill 




9 








«chen 1’ bcTitials liir eineii ausseren Punkt der Differentia 
gleicliriiif = 0, und an den Oberfiachen der Bedingung 

[Bd. I, § I'iS (Bjl: 


(7) 

und da f 
wie die - 
lichen, s( 


(4 - Xo), 


d X ^ 

'dn Q a'^ 

)li die Function X aiisserdem im Unendlichen veAalt 

I’otenz der Entlerrmng von einem Punkte ira 
ergiebt sicli nach (3) 


End- 


^9 

( 8 ) 

und cBoii ) 
(9j 


X=cp,(4:- Xo) 
X = q3g (4 -^ 0)1 


wodurcli io drei Functionen 9 ?i, 9 ^ 2 , (ps bestimmt sind. 
Betr; diton wir ferner die Function 


ao) 



HO orgicl) Bich durcli Differentiation; 


(ii; 


d$! _ 

dZ ^ 

dY 

dx 

^ dx 

- 0 - - 
ri X 


dZ 

dY 

dy ' 


- 0 r> 

dy 

dis: _ 

dZ 

dJ 

d 0 

II 

1 

_ « .. . . 
d 0 


X| 

-r, 


and dara' » duroh abermalige Differentiation und Addition. 

, n /dX dY\ 

JIBI ■r-= y J Z z^Y -■{- 2 0 // ’ 

und dies it 0 , weil J Y, J Z vcrscbwinden und 
Xdx-^Ydy -f- Zdz 

ein vollati idiges Differential ist. 

Weiti folgt aber aus ( 11 ) 


dZ 

dn 


dY 

dn 


XC0S(W1/) — XC08(^^)' 



\»' H < I* ^ t A s « u n 11 



Der l»d/tp Aii^drur'k ihI 

flir 

di- F 

iiij|i 

.t«* 4or 

* d^rtliiiskB 


iiehuu*ii. 

! is! .'il 

srr lJ.it h 

(i > 

nil .sll 

d i 

7 } 




r 




/ 


: / . 




€ F 

f H 

|i i/^ 

f4 F. 

1. 

( / 


14 

|ir- 



und 

folglic’li: 









(12) 

dn 

, f»’ 

pljifa 

IHP 

r 5| 

i K 



, r»||. 



Dft riiiri, 

wii aiti deni A«%4rip U* i 

liSi 

lt§ft lit » 


St 

die 

Fnnrtioii 

S im 1 

“nriuilw III ib’l 

Wr 

'in** %»Tsr|i«i»i|ft 

mg 

ei von den 

tifiiiioiiwi f 

lisigt «4r. 


'^siid iin 

p llwlinp^ 

bffriedig'l. weuii wir 

mAieti 







(Kl) 



11# / 


£ Vli 1 


f' 5 1 



f' 

* ' 4 

f 1(5 f i 1 

. 

i r. 

/, 

1 S Is 5 , 



ttiul 

daraii8 ergeteti 

«rli f ,» 

f 


C%' 




f. I is. 

liitti f*iiii’r t"lti»»i||k**it. 

Wir iPM'li *liii Fall, sla*** 4iir tii «lii* Hin^w 

tiBgetochto K«r|n*f dm l«rtii tmmm lliiigr* Imi, *li‘r ilnrrh 4' 
notation fia<»s Ewi*»f iw rits* iVfi|4|«f»«-. tiirfii 

in teiner Ebtiie ^h%rm k*m mnd i 

Wir fltiniii di# t/, «, »'itp *ii« «if im |,4| 

dM ©rtten Ilarici*** l^tr»tifci twltpu, Ikm «> litwiiiMigtt 
afttftiwjiterii X, f, *' liAtir .nir s-hte iid & 'i 

Atiqaitofiliin# wir %w «'!««* wtr wit I ^ '] 

Oonstento tnwicitopii itiii «i»» dmt I |«i^^ «twi, I 

tiaeli M I, 44 C*^|; j 


In •»!»» ¥<irtoiii»f lii Wimm li*i «fl* i*l 

Hi.ttsad«fff iJifiitA iVetwnl# tur Jflil** A9ilm*>- ¥li, tll^i 

l>ihiyttditt aai fm li*gt wir 

•ift H®ft fm tlif *» fwr, i#r *||«f iit.. Um ^ 

d*w«f aiel mm S»il# 

F<»tetttia mnis ttiaiw* iMr- XIIV 4if i»#ii#ii A«fla## *»» 

Wtrk«|. Vmwrnim IiWti tm im ^.fcnft t«« C, 

d«r IWtetrioitttf’ lirf Wmmm*nimAmg im w^mm IWit !•!. 


§• 1 

(^) 

( 2 ) 

( 3 ) 

unc 

Bd. 

(4) 

del 


di( 

pii 

(5] 

be 



























lliug iu einer Flussigkeit. 
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a; = r cos d", y = r sin d', 
r= 

1 -1- 2 ^ cos CO -|- ’ 

^__ 2 & sin CO 

L 2 Q cos CO -f- () 2 ’ 

as Quadrat des Linienelementes ds^ erhalten wir nach 
L4 (9) den Ausdruck 

„ 4r“(ci! o2-j- 0 ) 2 ) 

irlialten jeden Punkt des Raumes, und, von den Punkten 
ogesehen, jeden nur einmal, wenn wir die drei Variabeln 
if die Intervalle bescliranken: 


0^ 

— 03 ^ JT, 

— Tt <! O' a 7c. 


1 constanten Werth (>0 von q entspricht eine Ringflache, 
oinen Krois erzeugt wird, dessen Radius a und Mitt.el- 
:and c durch die Gleichungen: 


2po " a’ 2^0 o> 
sind. Den Punkten ausserhalb 
das Intorvall 


[Bd. I, §. a (6)] 

dieser Ringllache 


N erthen 


Po < (> < 1- 


p “ 1 , CO =: 0 

gen '9' entspricht der Nullpunkt, und den Werthen 


Q ~ h <0 = 

Lich fernen Punkte. 

I die Umformung Bd. I, §. 44 (12) ist die Differential- 
= 0 in die Gestalt gebracht: 


9 


T( 


I d‘'^'^r(p I 

-r 0^'2 "“"r 


'^rcp 

4 


0 . 


d^'frcp I d^^(p\ 
j 'd 0)2 / 

liescr Differentialgleichung lassen sich partioulare Inte- 
der Form 


^r (p = 

denen 8 allein von q abhangt, und wenn wir vor- 
dass (p eine einwerthige und stetige Function des 






4 


4 S)h 

alwi «sii ' 2.1 

sail, f%«» l« till'! 

Fur S l•I^;i^*i)! -i*']. 


fi H> ifi 


-Ifll 


« Uiul f J 




!*■ 


4 - > 
ii l»*|J |i' 


Fill «!»«' 


UlIgs'llK Sll»' 


<tr I'.I 


chunii ai)«'0ri*i<ni m hiuia 


I S 


*41. ,||j} 




Cifc 


«,r /iijaHa,! w mA n^ 


fi> It.if idn t 


Iliiili 


, , , V" »1« Am. 

mciit, Ht4 Mi.t*i fi. I. 1 dir '^si.guhi.i. I'uilir fill* 

mitklglrirllliUg. Mild lll.iM i4.4r?. »i44. |,i,53. I4|. ij SirigpailtH i 

I -- {1^ ("lilwirkrll, dii’-'S sli<'!tr I Ail’-'t ijjjl Potn^^ 



f 

11 

% 

l#'4 

aiifaiiUMs |l 

titirrlt *li«* /^■Fiiiiriiiiii 

iMiiij.irii 

«iir4 ill* 



m 

III 

i 

flOl N' 1*1 

1 

2 ‘ 

m 


1 ' ** 1 

1 


J 

i 

« 1 

twliT ilitrrii 




/ 1 
/ 

^ 9f ^ 

m 

m 

(111 >1 i* " 

1 ^ 


m 

”1 ft 

i»i 1 

2 


1 



ifitegriri 


Wir Mlmt liirr I ^l! i|r% mmim 

Ilf*tit«»#i|iiwrr< itip«ti%rli siuti. «fii| %it ii ,i|^i t|i^| 

jiitiiiir# ilpf iiii.irii, diirrti 4# |1*. 

ftiitl*lg|i*ir.iittfi« »ir 4 ♦, 4 , ,||*, 
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iig del' Coiiffioienton. 

Arenduiig der Formel: 
1 "4- 2 n 


IV 


1 — 2 w 


m 


+ 1/ / 


(cU viele ahnliclie Formeln herleiten. 


§. 157. 

ag der CocfficienteTi. 


oldieit halber jetzt uur nocli einen in 
cc BymmetrischeTi Zustand betrachten, 
lie Schwierigkeit, die das Problem noch 
bervortritt. Dann liaben wir in den 
^raphen n = 0 zu setzen, und wir er- 
■iicht auf §, 19, (4)]: 


m 

2 

m 

2 


e>l 


O, ° 

O, , “ m 


\ 

/ 


iH sioli, woim man fiir Vr den Worth 
3 Intogralo 


9 


/(), w + J, 0 \ 


P 


0 , 


2 

1 

2' 


m 


iim<a 


i P-Function hat nur einen Zweig, der 
1 0, §. 20), namlich die hyporgeometrische 




1 , 


1 --- pii), 






4m 


\ r ',i Si i' S' h Si 1 r I A t> ' h Ji i ' « 




Ortf!'. aho tifii 2 .t |is‘ri*i>is:t-i*ls*’ I iHiriiMts i,,|. 

Soll^ h(» IJ»iKj»«*!! m Histi /« j.M!s/i / ililrll iMl. 

Fur I»r-'l« 4 s! *Arls si.ilr, au-s iTs .h* 

l‘'ri ... .1 


IH, ( 


f s ■•- (f 


Fni «ilt‘ allKVnW’Hi*' Tfjrs.rir *i. r I'-I lis;^ t|..Si alii cliei^ ( 11 ^ 
diinm imweiifii^ii m k«itii$i-i 4 . wnUri? «ir /'un.wlii,! » tififf g d 

anht* 4 i«iiitl« lir*i!«v-ii mi'Mirn. lu u hti-i rsmu u|g ^ 
mriit, Si} (I, I. jt tlir I. i'tiiJiir fill- 0^ 

rentiiilgl«irlitijiic, iiinl mim sis.451 iiii. F 

falll'Illlei I*lili»||/r!i mil |i- 144 . Ii in* t, 4 rfi l’iil#|in*|, ijj 

1 rjitwirkrit. dum Mrm^ i:ii!«irk 4 iii,.«rii tmi *hm 


atil;itisf*ri Itpunivwili 

tllircli dir |*.Fti|irtiij|i 


11 |» i} - 




mii*r rliiri:li 


H ^ P 


Wir ti*l>f*n atiir Mi I sil 4.. f ni il.-m mri tm 

m*'titoii|j«rts sdt»iiii«'ii %nd. wul #» 4i. Is wrl « 

andw f-orRieii ii#r i»»4 ii »F«r|, «ii» dm## til 

reiitialglsichiiiig Inir^rirt wf4 


















§. 157. 


lieHtiirimuiig' der Coefficienten, 
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und cliirch iKxdinialigc Anwenduiig der Formel: 

/l--}~2w \ n 

■rJ 4 ’ 4 


^ P - - /p — ly 

LzrJj! U -f i; ’ 

\ ‘I- ’ 4 ’ “''' 

mid liioraus lasseii sich noch viele ahnliche Formeln herleiten. 


§. 157. 

Boatimirning der Coofficienten. 

Wir wollen der Einfachlieit lialber jetzt nur noch einen in 
Bozug auf die Uotationsaxo symmetrischen Zustand betrachten 
well bei dieser Aimabme die Schwierigkeit, die das Problem noch 
bietet, bereitB liinlilnglich liervortritt. Dann haben wir in den 
Formeln doH vorigon Paragraphen n =:: 0 zu setzen, und wir er- 
halten aun (H) [mit liiiclcsicht auf §. 19, (4)]: 


1 — pi 


n 

m 

m 

/ 2 ’ 

2 ’ 

2 

~ ' ' 1 

m 

1 

m 

\2’ 

■ “ 2 ’ “ 

■ 2 

~ y 1 ~ 

(o, 

-pap 

m “j™ 


1 — p 2 , 


und au8 §. 156 (8j ergeben sioh, wenn man fiir Vr den Werth 
au8 §. 160 (2) eiriHctet, die Intograle 

Cl) ffl = 


y 1 C 2 p co« 01 


0 , w — 1 ~ 2 1 0 


1 „ ^2 


Die hier vorkommonde P-Function hat nur einen Zweig, der 
fiir p = 1 endlich bleibt (§. 10, §. 20), namlicli die hyporgeometrische 
Uoihe 

( 2 ) K^=.F(m + l I 1 , 




mir /iir WfitiTni r«*isif4f|jijfji» un ^ . 

l5llg<*riMh’ Hllirtli»l! fMi! « «i,- »■.. rtmii Weim @1 

ruhwirr lliiis riiirr tl.T pn-.ilhlru m»gmM 

winl, K« prgiriit sirii, vrmi »«■ mil .i „ tvH'k m IwKtjfflmy 


f I I • « 9 * cr<4 w - |i' X ^ t*''"’ A«,’4l}i 

u, } 

Dir I'urMafilmi i»iii*i wiw mm i|».r iMitigiifig » ^ 
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2 6 d! ^__ 

1 2 ^ cos (X) -|- 9 ^ 

FolgUcli ist 

0 qj I f- 2 ^ cos(X) - 1 - d<p 

0 n 2 d ^ 

cind folgliclx fur q 9o' 

'(jCp _ ^ j j (^) _ 

^ Q 1 2 Q cos 03 Q" 

Andercrsoits orgielit sich aus (4) duroh Differentiation: 

- — dcp 

]! I 1 2 (> (‘.08 03 + ^ = 

Kt 

2 «» sin “ ((C ( XX™ + (1 + C’ + 2 ^ d q 

oder, wenix wir die Abklirzung 

I (1 + 9') ~ ,[g - 


m V 4 0 0 = 2 0 

g^Krr,--] ^9 cIq ^ 


eiufuliren: ^ 

,e) V 1 + 2p= 2 «»(P™+2fcco-)™”*- 


nv = l 


Seteen wir eilso ^ 

2feFW__^/(a3), 

(7) y I ^ 2 ~^ cos C3 4“ 

■ 4 . /V \ wlAiftbfttllB erne gogebene ungerade Function von 03 , 
jlfe S-Beihe^utwicMt anneffmen kdnnen, also: 
60 

/(oj) = S 

m ■•- 1 - 

, r A t^AffAbeno Constanten Bind. Aus (5) und 

worm datm die itw 
(B) ergiebt sicb biernaob 

^ ^ n - 1 “ 2 QmC08a3)sinwo3, 

^ iLtrtSmwiw ^ 2j ^ 


wenn P„ und e» «>' » = »» 8®"““”“ 

i,8 ist abet _ am(m + 1)“> + ®“(*” — X)®. 

2 cos a) sin w a* t ^ 
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S. 157. 

so wild der allgemeine Ausdruck von 

2/in 


die iCn, Vn sind aus (11) und (12) vollstandig bestimint, and es 
ergiebt sicb, da Lim = 0 sein muss: 


(13) 





n= CO yn 


1) Die Bestiramung der Coefficienten an ist zuerst klargestellt von 
Hicks „On. Toroidal Functions", Philosopliical Transactions. 1881, p. 644. 
In der Tbeorie der Bevregung z-weier Kugeln in einer Fliissigkeit tritt die- 
selbe Schwierigkeit auf. Dieses Problem ist eingebend bebandelt von 
Neumann (Hydrodynamische Untersuebungen, Leipzig 1883). 



/ 3 li / 3 g I «■ r hh'ii i; Si I t !, 


Bewegmng ©iiieii rej«i«ii Efir|i«rii in ®laij 
Flttstfigkiiit. fi t «c;tit*r Thill 


i. 14 ^. 

K 1 fi« 1 1 I'l*' I, n«- r ,|| I f" 

liii %*orli#rg»‘lirpii» 11 mr ‘um niii ife. 

stimniitig ii« f*rtr|iW5ij4i|*l. .ilwi 4rr 

cler IWrgiifii *li’r B 

it’Mftigt, tiafc *»iii f|M I i..i4 Etiriit it & 

Fliitigkrit as<'i drnnu «* n!i‘i li, 

wagttiig lirnnifii mi 

0i« 4*'* fir^t filial*, life wk h 

18S kemw^ti tiitfe'-fm ^ i'.f * "* til«''r, 4tit 

A!ifgal»\ iiaittiicli life ifeitiittnitini? 4m |i«»iCssit4 tif*« 
dir iifitsr fnSm-f*' iirifl#i tii|. 

hinglg tttti #f»|kti, s» s«t s.f-liirt'ii, ihuUW 

hlifitt tifeW as* *lfc« I'lr |*riii»i|», if*.* dii Ife* 

w«gttai«iWp|itiiiiro fir #iti >|*trfti «iif#ti*t#lfe« 

wmu ii«> 4»r mul 4i<t kifi*t»''li«i 

dttrch die «i« 4*** li«*iiriifti»iif|»»B Vafia^i ffc 

Cmirdinitei tif« %«t«iis'«| li«*l«ifii ♦ifwl, 

Eh© wir ittr F#f»®linifig flr« limiiiiltijii’wta 
eip« ilr E»li wci||®ii mm 4« 4»iilri^ ^ 

liteidiftn Kraft 4t« K|iteat» »ftw*r f»ifif#lifft4«»ii Iii»ii«if 
witfeu* 

Wif 4r#i lnlE 4«i s*iii ftoifw 

in iiiii ^ 


























§. 158. 


Kinetische Energie. 


415 


betracliten in der Fliissigkeit nur wirbelfreie Bewegung nnd 
eindeutige G-eschwindigkeitspoteiitiale. 

Wir wahlen ein Ooordinatensystem x,y,gi, das ,wir uns in 
fester Ver])indung mit dem Kurper denken, und das durch die 
geometrische oder meclianisclie Beschaffenlieit des Korpers deti- 
nirt ist, z. B. nehmen wir, wenn die Korperoberflache die Sym- 
metrioverbaltnisse eines Ellipsoides hat, den Mittelpunkt zum 
Ooordinatenanfarigspunkt, die Hauptaxen zu Coordinatenaxen. 
In anderen Fallen kdnnen wir etwa den Schwerpunkt zum 
Anfangspunkt und die Haupttragheitsaxen zu Coordinatenaxen 
wahlen. 

Es mogen y, lO die Componenten der Gescliwindigkeit des 
Anfangspunktes, jp, g, r die Componenten der Kotationsgeschwindig- 
keit des Korpers fiir die Axen x, z bedeuten. 

Sind a;, 2 /, 0 die Coordinaten eines Massenelementes dm des 
Korpers, so aind nach Band I, §, 82 (2) 

ry + ( 10 ) dt, (~ 4- rx) dt, (— qx -f ^y) dt 

die Componenten dor relativen Verschiebung von dm im Zeit- 
element dt in Bezug auf den Coordina,tenanfangspunkt in seiner 
augenblicklichen Lago (zur Zeit t\ und folglich sind 

(Ij u-—ry~\-(i0, V — p0 ■-{-rx^ w — 9.^!Py 

die Componenten der Gesohwindigkeit von dm. Danach erhalten 
wir fur die kinetische Knergie des Korpers den Ausdruck 

(2p ^ J [ (^ ■™” ^J/4" “4“ — p 0 Tx')''^ (w — 2*^ 4~iP2^)^] 

1. Die kinetische Energie des Korpers ist also eine 
homogeno Function zweiten Grades von den 
sechs Grossen 

u, V, w, p, q, r, 

derenCodffioienten durch die Gestalt undMasaen- 
vertlieilung des Korpers bestimmt sind. 

Es ist aua der Meohanik bekannt, dass man diesen Ausdruck 
durch passende Wahl des Anfangspunktes und der Axenrichtiing 
sehr vereinfachen kann. Er l^sst sich namlich, wenn man den 
Schwerpunkt zum Anfangspunkt und die Haupttragheitsaxen zu 
Coordinatenaxen macht, auf die Form 

I 4 ” w^) 4" 4" “h 
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gewisser partieller Differentialgleiclmngen erfordern. Man kann 
sicli diese Oonstanten aber aucb experimentell bestimmt denken, 
etwa wie die Masse und die Triigheitsinomente des Korpers. 


§. 159. 

Vcreinfachung des Ausdrucks fiir die kinetiscbe Energie 

bei Symmotrie. 

Die Goeflicienten dh in dem Ausdruck fiir 2 T haben eine 
einfacbe mechaniache Bodeutung, durcli die sie sehr anacliaulich 
werden. Ks iat namlich I Ca oof die kinetisclie Energie des Systems, 
die einer Bewegung entspricbt, bei der alle Variablen a?!, x^i 
mit Ausnabme von Xi vorscluviiiden. Demnach konnen wir z. B. 
Cii ala die g oh am nit e Masse betrachten, die bei einer Parallel- 
veracbiebung in der Riclitung der x-Axe in Bewegung gesetzt 
wird. E])en8o iat Cu das Gesammttragheitsmoment, das 
einer Drehung um die a;-Axe entspricbt mit Beriicksichtigung 
der bei der Drehung initgerissenen Fliissigkeitsmasse. 

vSetzoii wir alle x, mit Ausiiahme von zweien, Xi, Xu gleich 
Null, so erhalt T dim Ausdruck 

( 1 ) •“ ^ik "*[“ k ^k ^/c k 5 

und es ist also 

2 Cl = Tik —• 2\k 

der Unterachied zwischen den Werthen der kinetisclien Energie, 
wie er don beiden Annahmen — 

Xi = “ 1 “ 1 , Xk = 1 

Xi = 1, Xk = — 1 -•~- 

entspricbt. Ist z. B. Xi^u, Xk = p, so ist die ersfe .^ieser 
Bowegungen eine Rechtsschraubung, die zweite eino Links- 
schraubung. : 

Man kann allgemein den Ausdruck fiir 2 T clurcb passende 
Wahl des Coordinatensystems auf eine einfachero Form tein^en, 
und zwar kann man, da in dem rechtwinkligen Coor^nafeiv 
system der Anfangspunkt und drei Winkel verfugbar sited, die 
21 Oonstanten Ciu auf 15 reduciren. " 

Wenn man zunachst bloss die Axenrichtungen andert, so 
tranaformiren sich die Geschwindigkeiten w, v, w durch dieselbon 

Rloroann« Wobor, PartleUa nifTerentialglftiohungen. H. 27 
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Formeln, wie die Coordinaten aelbst, Wahlt man dabir ^ 
Ooordinatenaxen die Hauptaxen dea Ellipsoides 

(2) CnOS’^ + C23«/2 + 2C2s^^ H- 

so verschwinden in dem auf diese Axen bezogenen Ausdruok tur 
2 T die Coefficienten Cjs, C31, 

Halt man diese Axenrichtungen feat, wahlt aber einen Punkl, 
dessen Coordinaten a, c sind, zum neuen Anfangspunkt, so er* 
halt man nach §, 158 (1), wenn die Greschwindigkeitscomponenfefi 
dieses neuen Anfangspunktes mit w', w' hezeichnet werden: 

u — u' rh — qc, 

(3) V = v' pc — ra, 
w = w' qa — ph. 

In dem umgeformten Ausdruok fiir 2 T kommen also d» 
Glieder mit v'%o\ iv'u\ u'v' nicht vor, und man erMlt dit 
Glieder 

2w'g(Ci5 —Cn c) + 2u'r (ciQ-\-enb) 

-f- 2 y' r (C26 — C23 a) 2 v'p (C24 -j- C22 c) 

4- 2 w'p (C34 — C33 b) 2 tv'q (Cs:, -}- 033 a). 

Man kann nun die a, b, c so bestimmen, dass 
^26 C^^Ct = Cs5 -j- 033 a, 

C34 C33 J = C46 4“ ^11 bt 

Ci5 Cii C = ^24 4“ ^22 ^ 

wird, und zwar ist diese Bestimmung, weil C22, Csa wesottlliel , 

positiv sind, unter alien Umstanden eindeutig. 

- Man kann also den Anfangspunkt des Coordinaten^toBi 
S so b^timmen, dass 

*^2fi = <^35? C34 = C16, C46 = ^24 

“•wltde 

% o daher der besseren Uebersicht wegen die BflffliA* 

4nimg"^de?i'Coefficienten Ci]^ andern, so konnen wir die lebMdl^ 
-“K:^ft^^wSystems durch den Ausdruok darstellen: 

54^^ ,2'5ts=: a m 2 4- bv^ 4" cto^ 4" 2 a'pu 4- 2b' qv -j" 2^' rw 
^ 4 ^ 2ra{qw 4- rv) 4- 2^{ru pw) 4“ 2'y{pv -)- 
I Ap^ 4- Bq^ + Cr^ 2 A! qr 4- 2B'rp + 2 O'pq. 

Coordinatenanfangspunkt ist hierhei unter alien Uei* 
^andeu? ein in Bezug auf die Gestalt des Kdrpers ein^tu^ 
bestinnnter Bunkt, den wir das Bewegungsljentruni. 







§. 159. Die kiuotische Energie. 

wollon. Die Axeiiriclitungen, die die Hauptaxen der Bewegung 
heisacn mogeii, siiid im Allgeineinen ebenfalls Yollstandig be- 
stimmt; wonn aber die Flacbe (2) eine Rotationsflacbe ist, so 
ist nur cine der Axon bestimmt, und wenn diese Flacbe eine 
Kugel ist, so kcinnen irgend drei auf einander recbtwinklige 
Axen als Hauptaxen bezeichnet werdeni). 

Wenn cine Symmetrieebene vorhanden ist, d. li. eine Ebene, 
fur die niclit nur die Figur, sondern auch die Massenvertheilung 
des Korpers symraotriscli ist, so muss das Centrum jedenfalls 
auf dieser Ebeno liegen, weil sonst der Spiegelpunkt des Cen¬ 
trums ebenfalls Centrum scin miisste, wabrend docb nur ein 
Centrum vorhanden sein kann. Aus dem gleichen Grunde muss 
cine der Hauptaxen dor Bewegung auf der Symmetrieebene senk- 
rocht stebeii. 

Fiir dicsen Fall treten nocb weitere Vereinfacbungen in dem 
Ausdruck fiir 2 T ein. Nebmen wir die Symmetrieebene zur 
iCiZ-Ebone, so wird, wenn wir w, g, v, r gleicb Null setzen und 
nur u und p von Null verschieden annebmen, die Vorzeiohen- 
andorung von p nicbts Undem konnen, weil dadurcb nur die 
ganze Bewegung in eine spiegelbildlicb gleicbe umgewandelt 
wird, und folgliob muss der Coefficient von up verscbwinden. 
Aus domsolben Grunde verscbwinden die Goefficienten von 

wp, vp, vq, pr, qr, wu, wv, ivr, 
und es bleibt fUr 2 T der Ausdruck 

(5) 2 y sss chU^ “1^ bv^ 2 oi (^qw —|— vv^ ^^(vu-^pw') 

■“1“ “4"' G "j“ 2 G^pq> 

Ist eine zweite Symmetrieebene vorhanden, die auf der ersten 
senkrecht stebt, so nebmen wir ihre Scbnittlinie, auf der das 
Centrum liegen muss, und in die eine der Hauptaxen fallt, zur 
g~AxB. Es muss dann die Form (6) erhalten bleiben, wenn 
wir X Oder y mit # vertauscben, und folgliob wird 

(6) 2 T = aw® -f" cto® -f- q^') 

•“I" ^ ”*1” G 

und wenn drei auf einander recbtwinklige Symmetrieebenen vor- 
banden sind, wie etwa bei einem Ellipsoid, so erhalten wir 

*) Bine audere Komalfom dee Ausdruokes ftlr die lebendige Kraft, 
die ftr die BUdung der sdlgemeinea Integi’algleiohiuigen geeignet ist, bat 
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(7) 2 T ~ au'^- H- -j- cw’^ -j- 

Kehren wir zu dem Falle (6) zuriick und nehmen an, 4.. 
die beiden Syminetrieebenen gleichartig sind, so dass der Kgrp 
durch eine Drehung urn die ^-Axe um 90o mit sich aelbsfc m 
Deckung kommt, wie etwa bei einem Rotationakbrper oitt 
bei einer quadratischen Pyramide, so muss der Ausdruok Mi 
dasaelbe ergeben fiir die beiden Annahmen 

IV = 0, r = 0, u = 0, q = 0, p = 1, v =1, 

w = 0, r = 0, = 0, jp — 0, g = — 1, w =: 

und daraus folgt 

a = A = jB, y = — y = 0, 

also 

(8) 2 T — a{u^ -|- v^) -j- civ'^ H” 

und diese Form bleibt auch besteben, wenn die Symmefett i 
beaobaffen iat, wie etwa bei einer regular secbsseitigen P yra^a * 
Hat der Korper die Gestalt einer Kugel, so iat nach 
die lebendige Kraft der bewegten Fliissigkeit fiir sich 

wenn m die von der Kugel verdrangte Wassermasse bedlf^ 
Es iat also in diesem Falle 

( 9 ) 2 _|_ ^ 2 ) _|_ 2 T\ 

wenn T die lebendige Kraft der bewegten Kugel iat. 
Ausdruck bleibt auch dann giiltig, wenn die Massenvertiifc 
im Inneren der Kugel nicht homogen ist, Der Ausdruok T m 
dann nach den Regeln der Mechanik starrer Massen » k. 
rechnen. Wenn die Kugel homogen ist, die Masse M, itoA ^ 
Radius c hat, so bat 2 T' den Ausdruck 

(fO) ' ■ 2 T' = M(u‘^ + -i- r®), 


das Tragheitsmoment der Kugel in Bezug auf eine duEOh 
Mittelpunkt gehende Axe ist. 

Die kinetiache Energie wird also dutch 4 
Einfluss des Wasaers so modificirt, als oh 4 
Halfte der verdrangten Wassermasse ohne 
si . tion mit der Geschwindigkeit des Kug&ltai^ 
punktes fOrtgefiihrt wiirde. ' ■ 
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§. 160. 

Verall^^emoinerung. 

Wir botracliten jetzt nocli eincn otwas allgemeinerGn Fall: 
Wir wollcn aimehmen. es seion in die Fliissigkeit eine beliebige 
Zjihl starrer Korper eingotaucht, die auch noch in ihrer Beweg- 
lichkeit durch irgend wolche Bedingungen bescbrankt sein 
kdnnen. Die Lage dieses Korpersystems denken wir uns be- 
stimmt durcb eino ondlicbc Anzabl von einander unabhangiger 
Variablon 

38 , . . • 

Wonn die Kiirper in Bewegung sind, so sind die Variablen 
(ji Functionen der Zeit deron Differentialquotienten dqu'di 
wir mit 

(^) 3;,?;, 3;, 

bezoiclmon. 

Um eino solcbe Bewegung analytisch darzustellen, nehmen 
wir ein im llaume festes Ooordinatensystem a?, 0 , das wir mit 

bozoiclmen wollen, und ausserdem in jedem einzelnen der 
Korper h \, jfCj, . , . ein mit diesem fest verbundeiies und also 
mit ihm l)0W0gliches Ooordinatensystem <?i, <?2, . . . 1st p ein 
I’unkt doa orston Kdrpors Ki , dessen Ooordinaten in Bezug auf 
0, mit I, -jjf, ^ bezoiclinet werden, so sind die Ooordinaten von p 
iiii System S auagedriickt durcb Gleicbungen von folgender 
Form; 

a; s= a 4' ^ "'h 4’ <^3 ^ 

( 8 j y =r ^ 4 “ ^1 1 4 " ^3 ^ 

^==c 4 -ej|---|--C 3 '?^ 4'^3& 

Darin sind die Ooefficienten a, die den Bedingungen 

fiir die rechtwinklige Ooordinatentransformation geniigen, Func- 
tionon der (p und die g sind von der Zeit unabbangig; sie 
(lienen nur dazu, die einzelnen Punkte doa eraten Korpers von 
oinander zu untorscheiden. Die Gescbwindigkeitscomponenten 
(lea Punktoa p erhalten wir aua (3) durch Differentiation nach 
der Zeit, z. B. 

dx dx , 'dx , , 
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§. K'l- Archimcjdische Princip. ^23 

sein. Der Raum ist nun von einer Fliissigkeit mit der con- 
staiiten DicJito orliillt, in dio boliebige starre Korper ein- 
getaucht sind, in doncui die Dichtigkeit q niclit constant zu sein 
l)rauclit. Jedcrn Massonelement dm des so definirten Feldes er- 
theilen wir eine unendlicli kleine virtuelle Verriickung mit 
den Gomponenten dx, dy, ^ 0 . Die Bedingungen des Systems 
bestehen aber fiir einen Punkt der Fliissigkeit nur in der In- 
coinpressibilitilt, d. li. in der Gleiclmng 

. ddx bdy . dd'0 

^ ^ dx by ' d0 

und fiir die Ibinkto der Korper in der Starrheit, verbunden mit 
den sonstigen Bedingungsgloichungen, denen die Korper noch 
unterworfen sein mbgen. 

Ausserdem sollon die Wassertlieilchen, die einer Kbrperober- 
fUiclie anliegon, nicht von ilir getrennt werden. Bezeichnen wir 
also mit 8 ni und 8 n^ die Normalcompdnenten der Verschiebung 
einoH Kiirporpunktes und des anliegenden Wassertheilchens, 
so ist 


Endlich sollen dio Verscbiebungen 8 x, 8 y^ 80 in unend- 
licher Entfernung Ji, wo wir die Kraftoomponenten X, K, Z 
endlich aimehmen, stiirker als IjJR^ verschwinden. Die bei 
diesom Verschiebungssystem von den wirkenden Kraften geleistete 
Arbeit ist 

(4) ^ P = j {XSso + rSy + Zdi)dm, 

worin die Integration Uber den gansien unendlichen Raum, Fliissig¬ 
keit und foste Korper, auszudehnen ist. 

Die Summo 8 U zerfallt in zwei Theile, 

(6) 8U^8Ur^8U,, 

von denen sich der erste auf die starren Kdrper bezieht, und wenn 
dnii ein Maasenelement dieser Korper bedeutet, denAusdruck hat; 

( 6 ) « P. = j (II 4 - || + II Sz'j = I SPdm,. 


Wenn mr also eine Function 


f Pdm, 


0) 
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einfiihren, worin die Integration nach dm-i iiber die samnitliohen 
Massenelemente der starren Korper erstreckt ist, so konnen wir 
d TJ-y als die Variation dieser Function TJy betrachten, die duroh 
die Verschiebung der Korper hervorgebracbt wird. 

Der zweite Theil d von d U beziebt sicli auf die Fliissig- 
keitselemente dm^ und hat den Ausdruck 

Oder wenn wir mit dt^ ein Volumenelement bezeichnen und 
dm^ = Q(idr.y setzen: 



Diesen Ausdruck formen wir nach dem Gauss’schen Theo¬ 
rem um, und erhalten, indem wir wegen (2) 


0P 

dx 





dPdx 

dcQ 




dPSy . dPdjs 
dy d 0 


setzen, mit Riicksicht auf (3) 

(10) d Uj == — 9o [ PSn^ do = — ^>0 


1 


Pdnydo, 


ausgedehnt iiber alle Elemente do der Kdrperoberflachen, wenn 
duy und dwa in die Fliissigkeit hinein positiv gerechnet sind. 

Dieses Flachenintegral (10) konnen wir aber auch wieder 
nach demselben Gauss’schen Satze umformen in ein Rauin- 
integral iiber das Volumen der Korper. Es ist namlich, wenn 
dxy ein Volumenelement eines der Korper ist, 

,,,, fp. , [fdPdx , dP8y , dPd 0 \^ 

(11) J PSn, do = J - dr„ 

und da nun auch fiir die Verschiebung eines starren KbrpesM, 
bei dem ja auch das Volumen eines jeden Elementes ungetodfrl 
bleibt, 


ddx .ddy . ddg _ 


(Bd. I, §. 82) 


ist (es ist sogar dSx/dx, ddyjdy, dSg/d^ einzeln = 0), so fol^ 
aus (10) und (11): 

(12) dC/a = ~ (,0 I + Ydy -f Z 80 )dty. 

Denken wir uns den Raum der starren Korper von ehftfflr 
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Materie mit der constanten Diclite erfiillt und setzen 
= dniQ^ so ist also 




dy 


A I 

0^ 


dnio 


Wenn wir also 


( 13 ) — — PdniQ 

und 

( 1 ^ ) ^ ~ I ^(^^1 — dm ^) 

setzen, so ist die Arbeit der gegebenen Krafte gleich der Varia¬ 
tion dieser Function U. 


Die Arbeit, die bei irgend einer virtuellen Ver- 
schiebung des ganzen Systems gegen die wir- 
kenden Krafte geleistet werden muss, ist also 
dieselbe, als ob die Verschiebung der starren 
Korper im leeren Raume vor sich ginge, und 
gleichzeitig jedes Massenelement dwi-^^ eines der 
starren Korper um die Masse dm^ des verdrangten 
Wassers vermindert wiirde. 


Man sieht, dass in dem Falle, wo die wirkende Kraft die 
Scliwerkraft ist, dieser Satz mit dem Arcbimediscben Princip 
vom hydrostatischen Auftrieb iibereinstimmt. Denkt man sicli 
die Lage der Korper wie im vorigen Paragrapben durcb die un- 
abhangigen Variablen . . . dargestellt, so wird auch die 

Function U eine Function dieser Variablen sein. 

Eine virtuelle Verschiebung des Systems der Korper wird 
ausgedriickt durcb ein System von Variationen . . . 

dieser Variablen, und so wird 


( 15 ) d JJ = Qi^qi ^2 ^0.2 4 ’ ^3 4 " • ‘ 

worin die Coefficienten Qj, Q^-, Qs-, • • • uur noch von den Variablen 
Q.I, Q. 2 -> Q.Z ' ' ' abhangen, n&nlicb 


( 16 ) 




^3 - 


dJJ 

023 ’ 


Jedes Glied dieser Summe bat seine besondere Bedeutung: 
es ist namlich d q^ die Arbeit der gegebenen Krafte bei der 
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Variation der Flussigkeitsbewegung. 
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zur Zeit t erreichto Lage von mit O'. Es ist dann O' von 0 
unendlicli wenig verschieden. 

Wir nehmen an, dass bei beiden Bewegungen auch alle 
Flussigkeitstheilchen von der gleicben Anfangslage bei A 
aiisgehen, konnen aber im Allgemeinen nicht sagen, dass sie bei 
B wieder dieselbe Endlage erreiclit baben. 

Wir denken uns nun fiir jede der Lagen 0 und O' das 
Geschwindigkeitspotential (p und qp' als Function der auf ein 
festes System bezogenen Coordinaten a;, ^ bestimmt, und er- 

lialten die Babn eines Wassertheilcbens w, das zur Zeit t ~ to 
die Coordinaten a, h, c hat, beim Uebergang von A nach 0 und 
O' durch Integration der Difterentialgleichungen 


(1) 


dx ____ 

d(p 

dy 

d<p 

d0 

d(p 



dx ’ 

It == 

dij^ 

dt 

' d0 ’ 

(2) 


dx' ^ 

dq}' 

^y' — 

d<p' 

d0' _ 

dep' 


dt ” 

dx" 

dt 

W 

dt ~ 

; 


Wenn 

sich X, t/. 

0 und 

x' y' 0‘ 

auf 

dasselbe Wassertheilchen 

m 

beziohen, 

, so ist fiir t = 

/o 





X 

—: X' ~ 

a. 

y^y' 


0 ~ 

z 0' — C, 


und durch (1) und (2) werden x, y, 0 und x\ y\ 0' als Func- 
tionen von a, b, <?, t bestimmt. 

Setzoi) wir 


a;' = g; 4 “ dir, ?/' = ^ 4 " 0' ■=. 0 d0^ 

gj' = (p --j- dgj, 

BO ist 8 97 oino Function von x^ 0 und os ist bis auf unendlich 
kleine Grossen zweiter Ordnung dasselbe, ob wir d^p fiir xy 0 
Oder fUr x' y' 0' nehmen. Demnach Orgeben die Gleichungen ( 2 ) 


( 3 ) 


ddx __^d 8(p ddy _ d8(p d80 _ dSq) 

dt die ’ ~irr dy ' ■ dt d0 ' 


mit der Bedingung, dass da?, Sy, 80 fUr t = to verschwinden. 
Wonn wir also x^y^ 0 als Functionen von a, h, c, t darstellen, 
so ist 


( 4 j d.T = 


'd8(p 

dx 


dt^ 


^0 


d0 


dt^ 


wodurch 8x, 8y, 80 auch als Functionen von a, 6, c dargestellt 
sind, und zwar, wenn 69 bekannt ist, durch Quadraturen. 
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Diese Grossen dx, sind die Componenten der Ver- 

schiebung, die nothig sind, um das Theilchen m aus der Lage i 
bei C in die Lage bei O' iiberzufuhren, 

Wenn man statt a, 5 , c die Variablen x, e einfiibrt, so 
kann man da;, d^/, bz in einem Augenblick t auch als Functionen 
von a;, z ansehen, und kann dann da;, d^/, dz als Componenten 
eines fiir die Lage C bestimmten Vectors S) betracbten. Dieser / 
Vector 2 ) bat folgende Eigenschaften: 

Da ein Theilchen w, das anfanglicb an der Oberflache ein^ 
der Korper ^ lag, sowohl bei der Bewegung ACB als bei AO'B 
an der Oberflache bleibt, so ist 

(5) Dn = dn, 

wenn dn die Normalcomponente der Verschiebung des Ober- 
flachenpunktes beim Uebergang von G nach C bedeutet. 

Da der Vector 2 ) die Verschiebung einer incompressiblen 
Fliissigkeit darstellt, so muss 

(6) div S) = 0 1 

Oder ausfiihrlich 


( 7 ) 


dSx .d8y d8z 
dy' dz' 


dx 


sein. Dies ist zwar nicht ohne Weiteres aus den Gleiohungan 

( 3 ) zu ersehen, weil die Differentiationen nnd nicht tar* 

0a; at 

tauschbar sind. Es ist aher, wenn 

@ = 'V 4 - M 

dadh dc 

ist, eine Folge aus @ = 1, wonach 


d@ 


'd8x d @ _j_ 0d^ 0 0 


da 


„ 0a; 


da dji 
da 




_ d8x ,d8y , d8z 

"T 


VF + TT (1)] 

gleich Null sein muss. 
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Das Hamilton’sclie Princip. 

kinetischo Energie der Fliissigkeit in der Lage 
bozeiclmct wird, und dm ein Massenelement 
bedoutet, so ist 



A 

Ut 




dx 

dt 


6x -|- 


dm 


dt 


d^x . dHf I » X , 

dP + dP + dp 


zur Abkurs^ung 



n an Stollo der a, h, c die x, m als unabhangige 
ntogriren also iiber don Ranm, der bei der Lage 
lUssigkeit ausgeiullt ist, so konnen wir M so dar- 



§. 162 (7) 

^ ~ “I™ =: div (p% 

!X u y 0 0 

i wir nach dem Gauss’sclien Thoorom 


M= — Qq (p Sn do, 


/ tt 4 =? j « I i* A * '^ Ss 4! 
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Jt 4 zt Lotracliteii wir die Bcweguiig des Systems ^ der ein- 
getaucliton Kdrpor untcr dem Kintluss der gegebenen Krafte. 
Diese kiiiineii wir iins auch entstaiidoii doBken als eine Bewegung 
deraolben Kdi'pcir im lecreii Raume, wenn wir zu den that- 
siioblich wirkeiiden ausseroii Kraften X, F, Z noch die Druck- 
kriifte hinzufugcn, die von der Fliissigkeit gegen die Korperober- 
fliiclien ausgeubt warden. Diese wirkon gegen ein Flaclienelement 
do m dor Stiirke pdo und in der Riclitung der nacli innen ge- 
kebrten, also negativcn Normalen. Die Arbeit dJ., die bei 
einer Verachi(d)ung des Kdrpersystems gegen alle in Betracht 
kommenden Krilfto geleistct wird, ist also 

-" 1 “ Fd?/ 4 “ \^^8vido, 

worin die Integration nach liber die Masse, die nacb do 
uber die Gesfimmtoberflache der Korper ^ auszudelinen ist. 
Den erstcnTheil dieses Ausdruckes haben wir bereits in §. 161 ( 6 ) 
mit — S f/, bezoiclinet, und folglich ist 

(6) =■ — d ?7j 4" I P 

Denkon wir uns aber die Korper im leeren Raume bewegt, 
so koimon wir das Hamilton’sohe Princip in der Form an- 
wenden, wie wir es im §. 128 des ersten Bandes abgeleitet haben, 
namlicb, wenn d die Variation der kinetiseben Energie 
der Korper bedeutot: 

1 = 0 [Bd. I, §. 123 ( 1 )] 

^0 

odor nacli ( 6 ) 

6 ^ 1 . 

( 7 ) I ( 82 \ -f- dt/Orf^ =1 dt^pdndo. 

Wenn wir also 

dr= dTi 4- dFa, 

( 8 ) SIT= SU^ + SU^ 

BDtzen, 80 ergiebt sioli (lurch Addition von (6) und (7) 

r' 

(9) (a2’+af/)d« = 0, 

^0 
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und dies ist das Hamilton’sche Princip fiir das 
ganze aus Fliissigkeit und starren Kdrpern zu* 
sammengesetzte System. 

Wenn wir wie im §. 160 die Lage der Korper durch die 
unabhangigen Variableri gg, 0.% • • • darstellen, so ist 

T=F{(i[, g;, . . .) 

eine bomogene Function zweiten Grades der ql^ deren Codffi* 
cienten von den qi selbst abbangen, und es ist also 


^ , I 0T,. ' 

Oder weil dgl = ddqi/dt ist, 


( 10 ) dT 


d 

dt 




Ebenso ist nacb §. 161 (15), (16) 


0 Z7 y 


worin U eine Function der Variablen qi ist, die aus der Nator 
der wirkenden Krafte gefunden werden kann. Da nun dqi bei 
t = to und t = ti Null sind, so fallt bei der Integration naob i 
das erste Glied des Ausdruckes (10) weg und es ergiebt dcb 
aus (9): 


( 12 ) 


V U) 

^ \ dqi 


£ ££_ 

dt dqi 



0 


und wegen der Willkiirlichkeit der Sqf. 

^ dt dg[i dqi ’ 

was vollstiindig mit der zweiten Lagrange’schen Form dit 
Bewegungsgleicbungen iibereinstimmt [Bd. I, §. 123 (6)]. • 


. §. 164. 

Anwendung auf die Pendelbewegung, 

"Wir wollen nun einige Beispiele fiir die Integration 
Gleicbungen bebandeln. 


§, 1(34. 


Aiiwundung- aul‘ die i’endelbcwcgung. 
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Wir iiehmen zuniichat die lieweguiig eines Pendels in einer 
Fliissigkoit. Dieses Prol)l(;m hat wegen des Einflusses der Luft 
hei Pendelboobachtungen ein grosses Interesse, und unsere 
Tlieorio wird, obwohl sio sich auf incompressible Fliissigkeiten 
bezielit, wolil (iiiiige, wenn auch keine genaue, Gultigkeit bei der 
Bewegung in Gaseii beanspruchen diirfen, besonders, wenn die 
Bewegiingen so langsain vor sich gehen, dass nur geringe Ver- 
duiiiuingen und Verdichtungen der Luft zu erwarten sind. Uebri- 
gens hat Bessel bei seinen Pendelbeobachtungen zur Oontrole 
gcwis 8 (!r Voraussetzungcii das Pondel auch Schwingungen im 
Wasser aiisfuhren lassoni). 

Wir nehmen also zunachst eiiien Kbrpcr von beliebiger Ge¬ 
stalt, der urn oino horizontalo Axe drehbar ist, und beriick- 
aiclitigeii als wirkende Kraft nur die Schwere. Wir wollen die 
positive //-Axe vortical iiach unten, die x-kxe horizontal, die 
0 -Axc niit der festen Drehungsaxe zusammenfallend nehmen. 

Untor dom Schwerpunkt S verstehen wir jetzt nicht den 
Sc.hwerpiinkt des Kdrpors, sondern den Mittelpunkt der Schwer- 
krilfto und des hydrostatischen Auftriebes. Es ist der Punkt, 
den man als Schwerpunkt erhalten wiirde, 51 ^ 

wenn die Diohtigkoit q im Korper iiberall -x 

aul Q — herabgernindert ware. Er fallt \ 
mit dom geometrisohon Schwerpunkt des \ 

Korpers zusamme.n, wenn der Korper homo- V 
gou, also Q constant ist. Die Entfornung \ 

ditmes Pimktos von der Drehungsaxe be- 
zeichnen wir mit s, und den Winkel, don y 
di(' liichtimg a in aoiner augenblicklichen 
Page mit der Verticalen bildet, von der positivon //-Axe nach der 
])OHitiven :r-Axe positiv gereclmet, mit d' (Fig. 51). Ist M die 
Masse des Kdrpers, m die Masse der verdrangten Flussig- 
kciit, so ist (lie Function U, durch deren Verlinderung die Ar¬ 
beit gemessen wird, 

( 1 ) 17 s= (ilf — m) (j s cos 

Um die kinotischa Energie nach §. 158 (4) zu bereclmen, 
haben wir 

’) BeIIel, „tJntersuohungen liber die Ltogo des einfachen Seoundeu- 
pendoli”, Abhandlungen der Borlider Akadomie 1826, Art. 13, 14. 

KianiftBin-Welier, rartiella DifferenUftlglololiungon. IL 28 
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435^ 

gehiingt ist, so kiiiiiion wir /a', aus §. 159 (9) und (10) be- 
rechnen, miisscii dabei aber borucksichtigen, dass dort der 
Goordinatciianfangspunkt iiiclit dor A.ufhangepunkt, sondern der 
Kugelniittolpuiikt ist, d(^r jetzt niit dem Scliwerpunkt/S zusainmen- 
fallt. 

Man hat daher in den dort angegebenen Formeln 

= SS P = 0, 3 = 0, r = ~ 

/II setzen, und erhiilt 

9 Tlf 

also: 

O 7lf 

“ il/ aii + ^ c2, ii" == \ m sK 

Bessel hat die hiennit ubereinstimmende Annahme gemacht, 
dasH die Correction fi" des Tragheitsmomentes proportional sei 
mit dem Tragheitsraoment dor im ICugelmittelpunkt vereinigten 
Masse dor verdrangten FlUssigkeit, also |a == /cms“ gesetzt. Den 
(Joefficienton k hat or durch verschiedene Messungen bestimmt, 
a\icli durch Schwingung im Wasser, hat ihn aber freilich nicht 
gloich 1 / 9 > sondern grosser (0,9459) gefunden, was im Hinblick 
auf die mannigfachen Urastande, die in der Theorie nicht boriick- 
sichtigt sind, und die alia auf Vergrossening der mitgefiihrten 
Massen wirkon, nieht m verwundern ist. 

Schon Diriehlet hat darauf hingewiesoni), dass die Er- 
ge'bnisse der Theorie nicht mit der Vorstellung iibereinstimmen, 
die man sich von dem Widerstand einer FlUssigkeit bildet. 

Danach wUrdo man z. B. erwarten, dass der Widerstand der 
FlUssigkeit die Amplitude des Pendels allmahlich verkleinert, wie 
esja thatslichlich eintritt, aus der Theorie aber nicht zu schliessen 
ist. Auch dies erklErt sioh daraus, dass der eigentliche Wider¬ 
stand einer FlUssigkeit olme Zweifel auf Kraften nach Art der 
Reibung beruht, die in dioser Theorie nicht berucksichtigt sind. 
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5- KiS. Schraubenbewegung. 

1111(1 ill (1(^11 l^orinGlii 1({3 (l.oj ist JJ = ax -j- ^'d' zii sctzen. 
Deiuiiiicli crhalton wir die Gleichimgeii: 

(I(ax' -4- 

dt ~~ “ 
d{hx' \ c O'') 

dt 

Oder, wemi die Bewegung von der Rulie aiisgeht: 


ax' -\- h^' 


bx' + c^' = ^dt: 


Nehiiuni wir an, dasa a und /i nur in der Zeit von ^ bis 
von Null voi'scliieden sind und setzen 




so Hind A und B Oonstanteii, und es ergiebt sicb, wenn ist 

^ ac — b'-^ ' “.ac — b‘^ 

worin ac - - /i® atets positiv ist. Wenn etwa A == 0 ist, also 


HO ergiebt sich, dass das Drehungsmoment B niclit bloss eino 
Drebung, sondern gleicbzeitig oine fortschreitende Ge¬ 
ne liwindigkoit hervorruft. Ist B positiv, so ist S'' positiv 
und x' bei der Reebtasehraube gleichfalls positiv. Das Fort- 
Hchreuten goaebiobt also im Sinne der Schraube. 

Das Verbaltniss dor beiden Gescbwindigkeiten ist 

x' : S' =: — b : a. 

Dies ist der Fall der Scbiffsschraube, die also um 
80 wirkfiamer ist, je grosser das Verhaltniss b : a. 

Ebenso wilrde sich ergeben, wenn wir = 0 annehmen, 
dass eine der Axe parallele Kraft nicht nur eine Geschwindig- 
keit in ihrer liichtung, sondern eine gleichzeitige Drehung be- 
wirkt, wobei das Verh&ltniss beider Gescbwindigkeiten c : b ist. 
Dies ist der Fall der Windmuhlen und Turbinen. 




4 .‘J^ 


/ 


A 


5 ItSh 

l!rWfgUli|? riiii'H %r li a i4 »<! I i m !* . 1 1 » r |h* rs Juij 
II m t*r;i ii »i I* r 13 «• J< • r A % <*■ r j r li f n f, 

Wir lM-tr;p Ltfij iis*r|j »iir ,.|isr-s K««rf)i*r% tier ett 

voii iiiitT ltolsli«H!»ilarli»* lM‘icrrh/i >„•!. «it*r m 
mi ItPM'liriiiiitt iHi, »hm «ii«' A\* iii rsip-r %-rrttri 4 |,,jj fTm 
mid sirli ummr fiar.illtd Wit w*i|it,|, 

iiiitiidiitteii, daw lit-r Kiir|i«-i 4* r lia*’rkr sfi iint^’rwurfgB • 
Di«‘S« V<iraiiHw*t/.iingrii tail 

AtlJlkllpriJBff 

ijer llim*Pgllllg *>|!jr» dlirrli d|f< I,lift l^rpllll. 

Wir «^rliait*ii, mir «li»* \-'rtp 4l<*d«*f3i% m c|pr Jig 

wpffiiHs italttiiidri, /ur iw-KImm wald.-ii. fur ifj*- l«*t»i'iiiii» K«ft 
wii §. I Mi |7| man , 

(1) / " *i ti® « f ' ■< ,11, 

IlitriB iiiid u tifpi r tiip rt#fii|*<»iP‘-tii*»i4 li^r **»*vli»iiftiigln*it fi dg* 
IlirlitWlg lilT Kt.fflttrMt* !4li*l w»||kp‘r|tl W.i|iri»tif| || dig 01. 
ichwitifliiWt <i#»rlfot*H«iii utti div E*‘r|>«riit«'' il.u 

mbge|il»lt«ti»ii Edrftt^r kt *i I l.t mmrnm riP.niitpn ; 

^Ifei#ictiti«ti wir4«i WmiIipI. 4mm i|j» km «ii j 

Horiiiiiitoliii , Mil #s !«•**« n i|ir wtrtfeil | 
oll^fi, w i^l, w§lifi _f til* I fawpi;itiigia»fttr»iM». 1 

(§. lf»9| ttiil folglifli *f^ til^ rl? t%irti|»i$iiiii4*n dw Oi* ' 

irhwindigltdi tijirli tu4 ^ k%* »i!iii j 



ill' 

»l t/ 



» 141% # -4 
tf# 

a 

•in #. 


tit 

*i f 




*if 

r«i«i #. 


III lift |, ii:i |S i| Pat itiiiii, 

w®*tt § tttid ii#ii Wiafc#| J |»iff ill© ilif» 4tt 

Virtaldti «iiiriltri ««! mu i|*, fit»^ 

itt ifef I,* ■' if f i*i 

©riiUtj 

O' . -... 























I. I(i7. OBcillationon tier Axe eincs Rotationskorpers. 439 

d (an cos-O’ — &!;sin 

dt - = o, 

3) ^ 

d(auBmd'-{-hvcm^) 

dt 

voraiis folgt, (lass j) constant bleibt, wilhrend sich fiir x, ij diircb 
aitegration von (3j die Gleicbungon ergeben; & 

(a c.os^ 4- sins -9') a; -f - (a — &) sin •O’ cos '9' ^ = Ci i , 
(a--/^j8in'^co8'9'a*4-(asinai)’-}-^ C0S29-) 2/=—I 
n d(nicii Cl, Cg, cl, Ca die Integrationsconstanten sind. 

Die Elimination von t ergiebt liior fiir die Bahn die Glei- 
duiiig (iinor schiofen Parabel. Weiin wir die linke Seite der 
Brsten Gloicdmiig (4) — 0 setzon, so erbalten wir die Gleichung 
niier zur Parabelaxo parallelon Geraden und wenn also 0 den 
VVinkel bedeutet, den die Parabelaxe mit der Horizontalen ein- 
u‘hli(*sst, so ist 

^, i. /-A »cos2 -9- 4- sin2 -O' 

’ {a — b) sin-^ cos-O' 

Nolinion wir -O' zwisclien {)_und 90® an, so sind sin -O' und cos -O' 
positiv; a und h sind gleichfalls positiv, und es ist also der 
Fig. B2. Fig. 68. 




Wiiikel 0 spitz, wenn a ■< 6, stumpf, wenn a > h ist. Die 
Parabelaxe ist also beim eiformigen Korper gegen die Kbrper- 
axe bin, beim abgeplatteten Korper in entgegengesetztem Sinne 
goneigt (Fig. 52 und 68). 


% 167. 

Oseillationen der Axe eines Rotationskorpers. 


Wenn der eingetauobt© Korper eine Symmetri’eebene bat, 
80 wird, wenn die Bewegungen der Korperpunkte in einem Augen- 
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Zwanzigster Abschnitt. 


§. 167. 


blick alle mit dieser Symmetrieebene parallel sind, die Bewegmig 
der Fliissigkeitstheilclien symmetriscli zii dieser Ebene sein, und 
wenn also von der Wirkung ausserer Krafte abgeseben 
wird, so wird die Bewegung aucli im weiteren Verlaufe diesen 
Charakter behalten, da kein Grand vorhanden ist, dass eine 
Aenderung elier im einen wie im anderen Sinne erfolgen sollte. 
Wenn wir'also die Symmetrieebene, die dann auch im Raume 
fest bleibt, zur a:,?/-Ebene macben, so wird ein Zustand, bei dem 
w = 0, p = 0, g = 0ist, erhalten bleiben, und der Ausdruck 
§. 159 (5) giebt fiir die lebendige Kraft den Ausdruck 

2 T=aw 2 _|_ 5 ^ 2 _j_ 2awr-f- 2j3vr-^ Gr^. 

Nebmen wir noch eine zweite auf der ersten senkreohte 
Symmetrieebene an, so kann die Aenderung des Vorzeicbens von 
r diesen Ausdruck nicbt veriindern und wir erhalten: 

(1) 2 T =■ au^ -\- hv^ CrK 

Wir bescbranken die Allgemeinheit jetzt nicbt weiter, wenn 
wir annebmen, dass 

a'^1) 

sei. Nur ist dann, wenn der Korper z. B. ein Rotationskorper 
ist, bei einem abgeplatteten Korper u und bei einem ovalen 
Korper v in der Richtung der Rotationsaxe zu messen. 

Wir behalten nun die Bezeichnung wie im vorigen Para- 
grapben bei, nur dass jetzt der Winkel O’ nicbt constant ist, 
und setzen also, wenn die Differentiation nach der Zeit duroh 
Accente angedeutet wird 


( 2 ) 


u ~ a;' cosO -)- y' sinO, 

V ■= — x' sind' y' cosO. 

Es ist dann noch r = O' zu setzen, und x, y, 0 bestimmen 
die Lage des Korpers. Die Diff'erentialgleichungen der Bewegung 
lauten jetzt, da T nicbt von den Variablen x^ y abhangt: 


(3) 


d dT 


dt dx 


7 = 0 , 

d dl 
dt 00' 


dt dy' “ ’ 

0_r 

00 ■ 


Die Integration der beiden Gleichungen (3) ergiebt, -wenn 
a, j3 Integrationsconstanten sind: 
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)) 


(T 

'ox' 

cT 

C if 


au COSal 
a u sin -It 


hvsmd' = 


hvcoBd- = (j. 


u Uq sin '9’o —1“ h Vq coS'^'o nr |3, 


Dio Constaiiten a, § siiid durch die Anfangswerthe u^, -d-o 
on -H, V, -O’ boKtiinnit; 

' M n- « Wo cos — ^>yosin'9'o == oc, 

\C' X /o ” 

A 

Liid da bier keino llicbtung in dor a;^-Ebene vor der andei'en 
,usgezeiclmot ist, so kiinnon wir die x-Axq so wahlen, dass 
i =-“ 0 wil'd. Dadurcii ist die Allgemeinlieit der Voraussetzungen 
licbt boscdiriinkt. Ks bat aber die itvAxe eine durch denAnfangs- 
aistand bostiinmte llicbtung bekommen. Wir kbnnen sagen, die 
;-Axo bat die Richtung dos anfanglicben Impulses, durcb den 
lio Bowogung oingeleitot iat, und a ist die Grosse dieses 
in pulses. Dorm laast man wiihrend einer unendlicb kurzen Zeit 
; auf don riihinidon Kcirpcr eine Kraft wirken, deren Compo- 
icnton c4/t, (i/t sind, so ist die Bewegimg von der Ruhelage aus 
lurcli die Gloicbungen §. 16B (18) bestimmt: 

d 0 T cc d d T /J 

dt dx' ~~ t’ dt d y' t' 

ivoraus durcb Integration Uber den Zeitraum t: 

■0T\ /8T' 


a, 


d T\ 
dy'Jo 


(6) 


OX/o 

Aus (5) ergiobt sieh also: 

au cos# — ftiysin# 
aw aiu# -j- bvcoB^ 

und bieraus: 

(7) a« cos #, bv 

Nun ©rgiebt die Gleichung (4) nacb (1) 
d^%' 


= /3. 

a, 

0, 

a sin #, 


Ou I j Ov 


und nach (2) ist 





/ « » 1 > 


•M2 




,ilmt '■ 


umi narii 




»S5l 1^. 


Fiiltn’^ii wir «iarcli tin 
(IF *f 

I’lljt*!! lirilMl Wiiiki-| r«i. ‘*'ii rrh.il? 4 j»^ {;s| |||^ 


(lOi 


*lfi 


#' 


itii f 


mill diffh gtiiil liter iii dm <fl*'ai»tsaii I'ur dp* litiwcgam 
firlieii PeaiirU' 


III. 


n‘i| 


ill, f 


I)i#» a®i ili»« # 

tt!w» tiwli iltnii i*t'-fw|i4.g#*'*!y. nm ifrr llsiikpl t 

imr «li«» lliilft#* tl»* Afi^MigstwiiilipFi f. fii'-* iti Ite 

Ip*i«ll5a |*rfit|r|« f' 1| iifli| ^ t-*5 * ^ 

iii«* Wrrtli»» # i* | w, fei«4 p*;! mtidm Al 

liieniM'li w« iti flriirn w«-|i *|pr E«*r|if*r iii* 

liiitig mil cofislittiter Imit. 

Vtiti liftilpti lit »ter fitir ili* mm^ if 

flit # ' ti wl, ^laFil i iiM Ikta* ,lii|pnliiiig l«t FIw •• 

kkitte CteilktkiiPtt i«r l%k#» m ♦Isfr-ini tei t |i, 

#tit«|irticli««ii il«w klitlitt 

die Wrifiite Sliirwii *»» t I nm «ttf l»ip M 

Die ttt »,l» iaiiii mmm »Imi fiiiltew<*|t« 

MftiW mt mm tiPiglirli lit, utei ili* 

Biiwtfaiii fiimti i*lii. 



































443 


107. OKoil 1 atioiitsu tlei' Axe eines llotationskorpers. 


Im Allgeineineu siiid, wie beini Pendel, zweierlei Arten der 
3 wegung zu untersclieiden: namlich eine Oscillation urn die 
xge al’ = 0 und cine umwalzende Bewegung. Welche dieser 
3iden Arten cintritt, das hangt von dem Werth ab, den 
. dem Augenblick hat, wo '{> = 0 ist; der erste oder zweite 
all tritt ein, wenn (dem absoluten Werthe nach) 

aj K < « Oder > „ |/ . 

Um die Bewegung des Centrums zu erbalten, liaben wir 
IS den Gleichungen (7) 


a:'cos'9' -f- w'shiti' = ™ cost)' 
a 

x' sin — ij cos ^ sin d' 
0 

' und y' zu bestimmen. Man erliillt: 


I 4 j 


/cos®*!)’ , sin^#’ 

CC I “*1*” 


a 


t-f- “ 


ab 


sin!^ & 


a(a~ h) 
ab 


Sin'S- COS'D-. 


Dio erste diesor Oleichungen zeigt, dass x' sein Vorzeiclien 
icht andert, dass also a;, je nach dem Vorzeichen von w, fort- 
uihrend wachst oder fortwahrend abnimmt. 

Die zweite Gleichung ergiebt nach (8): 


15) 


C iP%' 

a dP 


nd durch Integration, wenn wir den Anfangspunkt der y passend 
estimmen 


Durch die Differentialgleiohung (8) werden die Functionen 
siu'O-, COS'D- als elliptische Functionen der Zeit be- 
timmt, und damit ist zugleich y' und x' bestimmt. Durch (16) 
8t zugleich y gegeben, wahrend x erst durch ein elliptisebes 
ntegral zwaiter Gattung dargestellt wird. Nach (16) bleibt 
lie Ordinate y immer zwiscben endlichen Grenzen eingeschlossen. 

Stellen wir die Bahncurve dar, indem wir y als Function 
'on X ansehen, so ergiebt sieb aus (14) 
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Osoillationon cler Axe einos Kotatioaskorpers, 
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'^1 so ist liiornach die Curve an dem 

li I'.hston Puukte starker gekrummt, als an dem tiefsten. Die 
I ,mren 54 und 55 gebon ;ein ungefabres Bild von dieser Be- 

V guiig. 

Die gleichzeitige Bewogung melirerer starrer Kdrper in 
e ter Fliissigkoit luetet selbst^unter den einfachsten Voraus- 
s izungon dor matbematiscben Behandlung grosse Schwierigkeiten. 
I a Ituclitesten zuganglich ist die^Bewegung zweier Kugeln, 
c ) in Folgo dor liydrodynamischen Druckkrafte Anziebungen auf 
€ laiidor auszaiiben scbeinen, die von Bjerknes auch experi- 
I 3ntoll nacbgowiesen sind, auob unter der Voraussetzung, dass 
{ 3 Hadion dor Kugeln pulsirende Veranderungen erleiden. (Vor- 
] miigon iibor hydrodynainiscboFornkrafte nach 0. A. Bjerknes’ 
^ leorie von V. Bjerknes, Bd. I, Leipzig 1900.) 

Dio inatboinatische Theorie der Bewegung unveranderlicher 
] igtdn in der Flussigkeit ist eingebend untersucbt von 0. Neu- 
1 anil (Ilydrodynamisoho Dntersuchungen, Leipzig 1883). 
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scinon Griiiicl, dasB da, wo die Flussigkeit urn eine scharfe Kante 
herumstrdmoii wurdc, dio Geschwiudigkeit unendlich gross und 
damit de.r Druck uegativ unendlich werden miisste, wahrend ein 
negativer Druck gar nicht oder dock nur bis zu einer gewissen 
Grdsse mdglicli ist (^. 144). Dagegen sind bei Fliissigkeiten nach der 
Theorie aucli Bcwegurigeu muglicli, bei denen die Geschwindig- 
koit eine unstetigo Function des Ortes ist, und von dieser Art 
ist der AusHush eines Htrahles aus einer Oefi'nung. Wir haben 
zunachst dio Grtinzbedingung fur eine seiche Unstetigkeitsflache 
aufzusuchen. Wir boschrlinken uns der Einfachheit halber auf 
die Betrachtung wirbelfreier statioruirer Bewegnngen 
incomprOBsi 1)1 or Fliissigkeiten. 

Wir gehon aua von der allgemeinen Gleichung §. 148 (5): 


a) 


d(p 

ot 


Q 


/dyV 

\dx/ 


I /dep 


+(i^y 


H-a 


in der (p das Geschwindigkeitspotential, V das Potential der 
ausseren Kriiflo und C eine Oonstante oder eine Function der 
Zeit allein bodoutot. Nehmen wir p = 1 an und bezeichnen mit 
V die Goschwindigkeit, so konnen wir diese Gleichung fiir den 
stationaren Fall, wo df/dt ~ 0 ist, so darstellen: 

(2) jjo -j" V —j— G> 

Das Potential F setzen wir als stetige Function des 
Ortes voraus. Wenn nun v an einer Flache unstetig ist, so 
denken wir uns einen Elementarcylinder Pig. so, 
vom Voluinen do dv^ dessen beide End- 
fiUchen do m beiden Seiten der Unstetig- 
keitsflacho Hagen (I'ig, 56). Unterscheiden 
wir die Werthe» die eine Function auf 
beiden Seiten der Unstetigkeitsftache hat, 
durch die Indices 1 und 2, so ist naoh der 
Voraussetzung 

( 8 ) n = r,, 

Ist N die Normalcomponente der Geschwiudigkeit (von 1 
nach 2 positiv gereclmet), so ist, wenn wir dv in Vergleich zu 
den Dimensionen von do als unendlich klein annehmen, die in 
dor Zdteinheit in das Element einstromende Fliissigkeitsmenge 
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( 4 ) . N, = N,^). 

Die Druckkraft, die auf das Element wirkt, ist — ^ 2 )^ 0 ^ 
und folglich wirkt auf die Masseneinheit die Druckkraft — Pa) /dv. 
Da diese Druckkraft aber nicht unendlich sein kann, so muss 

(5) Pi = P 2 

sein. Hieraus ergiebt sicb nach der Form el (2), in der die Con- 
stante C auf beiden Seiten verscbiedene Werthe baben kann; 

(6) = Const. 

Wenn also angenommen wird, dass die Flussigkeit auf der 
Seite 2 der Unstetigkeitsflache in Rube sei, so folgt aus (4) 

( 7 ) N, = 0 , 

Und aus (6) 

(8) = Const. 

Da also die Normalcomponente auch auf der Seite der be- 
wegten Flussigkeit Null ist, so findet die Stromung langs der 
Unstetigkeitsfiacbe nur in tangentialer Ricbtung statt, und wegen 
(8) ist die Gescbwindigkeit iiber die gauze Flacbe constant 2 ), 

§. 169. 

Zweidimensionale Bewegungen. 

Wir scbaffen uns Falle, in denen die Integration mdglicli ist, 
durcb dasselbe Mittel, das wir im ersten Bande mehrfaob auf 
elektrische Problerae angewandt baben, indem wir anuebmeBj 

b Dies wiirde anders sein bei Grasen, wo die Diolitigkeit an decselbeii 
Flache unstetig sein kann (vergl. Abschnitt XXII). ; 

Wir haben hier nicht, wie es gewohnlicb gesohieht, F =3 0 aw 
genommen, und sind zu Grenzbedingungen gelangt, die von F nnabb&ngfg 
sind. Anders wiirde es sein, wenn zu beiden Seiten der tJnstetigkeitgflIebs 
verschiedene Dichtigkeiten waren. So ergeben sich z. B. fUr den in dei 
Luft Oder im leeren Baum austretenden Strahl die Bedingungen ffia* dk 
Oberflaohe des Strahles, dass der Druck p constant, und zwar gleioJh, dea 
ausserenDrucke (Atmospharendruok oderNull) sein muss, dafs die JfejsgMi]* 
compoiiente der Gescbwindigkeit Null sein muss, und dass 

i =, F -f- const. 

sei.. Die Schwierigkeit, die die Integration bietet, besteht darin, d;ass die 
Grenze, an der diese Bedingungen gelten sollen, nicht gegeben ist. > i 
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dass dio g(?sucliten Kiinctioncn nur von zwei Variablen x, ij ab- 
liiingoii, (lass also dor Zustand dor Fliissigkeit an alien Stellen 
einor jodon zur ./; ?/- Kboiio sonkrccliton Geraden derselbe sei 
Dann kdimon wir die Ilulfsmittcl dor Functionontheorie mitzbar 
macbon. 

Ist nilinlicdi cp nur von x, y abhlingig, so besagt die Glei- 
oluing J (}) ■^ 0, (lass 93 dor recdle Theil einer Function 

(1) X = 9“ = ./'(^) 

dos cornploxon Argumontes 

(2) ^ X -j“ '^y 
ist, wenn ip auB don Gloicliungon 


^ ^_ dip 

^ dy' d y~~~ dx 

bt'stimmt wird. Wir erhalten in der ajy-Ebeno zwei orthogonale 
Gurvonachaaro.n 93 = const, und ip = const., von denen die orste 
dio Aociuipotontialcurvon, die zweite die Stromcurven ent- 
halt Alle Linion in dor aiy-Ebeno sind dio Spuren von Cylinder- 
ilachon im Ilaume. 

Wir betracliton jotzt den Fall, dass die bewegte Fliissigkeit 
thoils von foston Wiinden, tbeils von freien Grenzen be- 
gronzt ist, woboi unter freien Grenzen solclie Bllicben im Ilaume 
odor Gurvon in dor a?^"Kbono zu verstelion sind, wo der Strom 
umnittcdbar an ruhonder Fliissigkeit berliiesst. Das Fliiclien- 
gebiot in dor a;|/-Blbene, das von der bewogten Fliissigkeit iibor- 
dookt ist, nennen wir dio Ilache 

Die Dowogung in diesem Gobiote Z ist durob das Ge- 
Hcliwindigkoitspotontial (p bestimmt. Ist Z mohri'aoh zusammen- 
hangoud, so kann 9) raohrwerthig sein, es wird dann einwerthig 
in oiiiom oinfach zusararnonhangonden Gebiete Z\ das clurch 
Qiujrfichnitto aus Z entstanden ist; weil aber dio Differential- 
quoticmton dcp/dx^ dcpidy in einworthig und stotig sein mlissen, 
80 ist cp scdbst an den Queraohnitten entweder stotig odnr bat 
zu bciden Soiten coristanto Werthdifferonzen. 

Die Function ip wire! aus 93 durch eine Quadratur abgeleitot: 


ip = 



093 

dy 



b Ea i«t liier naiflrlieh ^ nioht zu verwecheeln mit der driiten Kaum- 
Goordiriftta. 
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§. 169 . 


auch kann an den Querschnitten constante Werthdifferenzen 
erhalten, und zwar auch dann, wenn (p daselbst stetig ist. 

Betrachten wir 93 und Tp als Coordiiiaten in einer ;f-Ebene, 
so erhalten wir eiii conformes Abbild X des Flachenstiickes 
Z. Wahrend aber Z seiner Bedeutung nach Tiber der js-Ebene 
einfach ausgebreitet ist, kann X die %-Ebene auch mehrfach be- 
decken. 

1. Da die Begrenzung von Zimmer durch Strom- 
linien gebildet ist, so kann die Begrenzung 
Yon X nur aus geraden Linien bestehen, die 
der gj-Axe parallel siiid. • 

Die festen Grenzen des Gebietes Z sind durch die Aufgabe 
selbst gegeben. Eiir sie ist die einzige Grenzbedingung == const. 
Die freien Grenzen dagegen sind nicbt gegeben, sondern sollen 
erst bestimmt werden. Eiir sie haben wir nocb die Bedingung, 
dass die Gescbwindigkeit constant sein soli. Fiihren wir also 
nocb eine dritte complexe Variable iv = iv ein, deren 
reeller Theil u die aj-Componente, wahrend der Coefficient v von 
i die mit negativem Zeicben genommene ^/-Componente 
der Gescbwindigkeit ist, also: 


( 4 ) 

so ist 

(5) 


^ __ d<p d'lp 

dx d y’' ^ dy dx' 


w u iv 


8 (y 4 - ^ ^ 

dx d z' 


und die Grenzbedingung flir die freien Grenzen bestebt darin, 
dass der absolute Werth von w 

(6) |w| = -{-4)2 

constant sein muss. 

Wir erhalten also auch in der ^(;-Ebene ein conformes Ab* 
bild W von Z und X, in welchem den freien Grenassn 
Stiicke von concentrischen Kreisen entsprecken, 
deren Mittelpunkt im Coordinatenanfangspunktjl 
w — 0 liegt. 

Dagegen ist fiber die Gestalt der Begrenzungsstficke von W* 
die den festen Grenzen entsprechen, im Allgemeinen niobts 
kannt. Wenn man also losbare Aufgaben finden will, so KWlSt 
man das Flacbenstfick W beliebig annebmen, und erbfirlt daiCBtt 
durch conforme Abbildung das Flacbenstfick Z, bei dein die 10 % 
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grenzunjrstlieilo, doiu'n in der Flildic IF Kreise urn den Null- 
punkt eatHprecheri, frcio Grenzeii sein konnen, wahrend die 
iibrif^cn Begrtnizungstlunlo von ;; feste Greuzen sind. 

Nm in eiiuiin I'alle konnen wir die Natur der Begrenzuiigs- 
linien iii W von vornhoroin angclKiii. Denken wir uns namlich 
einc feste Gicnze dei blilclie /j dadurcli gegeben, dass y eine 
gegebenc Func.tion von a: ist, so ist an diosor Grenze ^ = const, 
also 


odor naeb (4j 

(7) 


■ dy dijj 
d X d X rj y 


V “j— 'll =: 0, 
(I cv 


Weiin mm die Bogrenzung von Z, urn die es sicli liandelt, 
gcradlinig ist, so ist dy/dx — a constant, iind wir erhalten 
aiiH (7) 

(B) V an = 0. 

Dies ist al)er die Gloichung einer vom Nullpunkt aus- 
laiifenden gemden Linio in der IF-Ebene. 

2. Wenn also die fosten Grenzen in der ^-Ebene 
gerado Linion aind, so ist die Bogrenzung von 
lFg(}}»ildet durcli ooncentrisclio Kreise uiid 
radiale Linien. 

Die Begroiizung von X ist ibror Natur naob ebenfalls be- 
kannt (purallole gorado Linion) und wir erhalten also zur Be- 
stiramung der Abhangigkeit zwischen % und w ein Abbildungs- 
problein, lat dieses gelost, also iv als Function von % bestimmt, 
80 orhillt man aus (5) ^ duroh oino Quadmtur: 


gleichfalls als Function von %. Es sind also bier niebt direct 
tp und xp als Functioncm von a?, y beatimmt, sondern umgekebrt 
X, y als Function von (p und Urn aber die Stromlinien, und 
damit also auoh die Grenzen von Z zu erhalten, hat man xy 
gleich einer Constanten zu setzen, und erbS^lt dann die Curve iu 
Hogenannter „Param6terdarstellung“, d. h. x und y als Functionen 
einer Variablen 

Die Gleiohung §. 168 (2) ergiebt bier 

29 ’^ 


4 .V. 


1 

a ■; 1 . i s ' 

- 

t .1 !i •< >' '1 S* 

i! ' 

U!li 

1 /S'igl-- •• 

as- 

i " 

-AHiU •< li 

III ij* 1 

1 ' ^ , 

*h h tfUil. 

«i» r 1 ffiis'k p 

! i f 

II !i S- !j si 1 a «' 

1 y 

3 |»i. «.l-* 5 a 


1 »! 

llaa’.iii^ fj| 


a. I ♦ 4 i 1 ' 

1 A 4 

1 i < 1! s * U ' a 

II 

1.1 r 1 !s a 1 

»* t u «• n «ii4 


Til »’i 1 

,1.- 

r !# ** I is< 5, 


4 -- s 1. s 1.1 



j',,% pi jiI***! 

Ill 

14! -JilSgs S* I 


: 1 «1 .i II 

1 h 4 -il*’ sficf 1 

Hll‘ 

Inknii Isrjis. 

It. 


4 m , >= 

III / 




%%■* Ijli ;«!•><» 

/ 

ijlfa-li .’-4 

at!iiij|i»!i 4 l} 4 ir 4 

UH 

iisna,*? ir *is<' 

s-el 

w 1 ij ilfiil 


/vi-i ttalnv* 



Wriiii »iif 

i(|i* 

r la'sgri'fs/vil 


*1} / iis-i 

•las'iii I’liiikti 

riijr Krke V 4 €h 

W 

isik*4 «.t ■*-- 

r i* >.« 

t'. ! SM ! r 

Si, ,||„ I 


113 fl'T t 4 «|. 

r-lilllig I’UlTt*' 

i ii' 

llil* Is 


fj’" «i,tw srk’’|l.. !‘<t iiUt } 

i 

I I, ’ t‘ ' < * ’ 

%u f'4gi 

I'. ' * 

I 111) i» ** 

l**t till-* Fk'kt" «il»' ‘ill |-rcfflfti 

m grwi«?r il« I. wo4 « *ifii iia'li li<«i iiitrijiilirfi hi 

ilfiff wirlil 

4. Wf*tift its*'* f««?sir II all <li*i I' 

ki‘lt li I *■ 11» «“ Sl g <•'»» w li Ss !1 l«l, t-ilH*’ ||«’| 

Fi H %'»4 gli «'ll rritnr%>- I s Ii« liat. rim 

is*'** i'tii .1 is<%i 

Iliii f'litfi tw^ ^ litiii m*’h iim'h HHliii 

rlfillirln’' ifii I'm 

wrr4<^ii 4rtr»‘> al%« i’#r%riiir4#»( 

ifi fhr iimlvlw-ii* 1*1 ifi|Ptt4«<» rli-i'' Hi*i 

lltitii% %<i r-iiti%|itirlji iiir‘«^r Htrilr fl^r Kiillfiiifili sl*^r i 
Hiri lifplet, wi# f«aii ^«i4* il*-? I’«iriiic4 fiui |t|r m i 

iimitKsf afi i<i|riirii >i|#|irsi *tail^ mr* 4t«^ iirriif,** -him 
flit iiililt'l,. 

i. Elli* 4|r I 3 <1 •> «* # d i cl«|||r»f« Kl 

Mar4 *Uti mi 

WftttI ifi mtitf«ii ir ' II isf. *« |4, ts 

l'*tiiil i4ii Krpiiitfigfiiiiili Iii*^ Sir«fii?ii4|4, Iwii <NilJ 

wit ©f Ilf Sfiti iilfi il«# fciiil#* 1 








































§. 170 . 


Boi spiel 1. 


453 


ein soldier Puiikt, so hat die Entwickelung yon % in seiner 
Umgcbung die Fonu 

% ^ ~ cf-\ - 

und dor Punkt t~u oin‘Vcrzweigungspunkt in der 
I - K b 0 n e. 

0. Wenn also dem Niillpnnkt der w-Ebene ein 
Punkt im Eiidlichen der ^-Ebene im Inneren 
von ^ ontspricht, so entspriclit ihm in der 
;jj-Ebone ein Verzweigungspnnkt. 

Wenn % unondlioli wird, so muss nothwendig z imendlich 
sein, da in jedein (mdlidion Punkte ein endliches Oeschwindig- 
keitspotcmtial vorliandon ist Wird z fiir einen anderen Werth 
von % urimullidi, so ist da auch dzjAi unendlich, und folglich 
d%fd 0 =: w ~ 0. 

Also kcinnon wir nodi beifiigen: 

7. Dio unendlich fernen Punkte der Flache Z ent- 
sprechen ontweder dem Punkte % = cxi oder 
dem Punkte to =: 0. 

§. 170 . 

Beispiel 1. 

Als erstos Beispiel nehmen wir fiir das Flachenstiick W 
den Einhdtskrds in der w-Blbene. Wir erhalten dann in der 
^-Kbeno eino frcio Orenzo und koine festen Grenzen. 

Da dor Pimkt ta = 0 dem Inneren des Gebietes W an- 
gehbi*t, 80 mllHsen wir in dem Flachenstiick X pmen Ver- 
zwoigiingspunkt aimdimon. Wir legen diesen Verzweigungs- 
punkt auf dio imaginare Axe der %-Ebene in den Punkt 

^ = 0 , tl; = i 

und nehmen fdr die FlUdie X die doppelt bedeckte Halb- 
ebene in der ^-Ebone, in der iIj positive Werthe bat Die 
beiden (im Unondliohen zusammenhangenden) Linien = 0 
sollen der Bogrenzimg von W entsprecben. Wir denken uns die 
;j;-Eb0n® in ihrer ganzen Ausdehnung mit einer Doppelflacbe X 
hberdeckt, dio in den beiden Punkten ^ = ib je einen Ver- 
zweigungipunkt hat Dies© Doppeldaobc, deren beide Blatter im 
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Kliichi' X iiicht iifgativ urul folglidi i ^ 

uud ponitiv istj. ' mcht reell 

Wir orhalton auB (5) die Gleicliungen der freien Grenze 
wir j; ,, r«,ll und erhalten fUr die beiden 

ym-.e,ohcn der Wuml >.yc. symmetrised gelegeae Curvenrweige 
(li ren liildt.r dit. heideu («eriideii i/; =:r 0 in der Flache X sind* 

(6) + i + a-= _ 

y -r. log ^ 

woriny^^ f 1 punitiv zu nelimoii ist. 

Da die Strdmung die Hiclitung dor wachsenden tp hat so 
ist Hie, wio der Ausdruck dij = i d9^/,eigt, auf dem 
ersteu /woig voti nogativon zu positiven, auf dem- zweiten von 
kig. 57, gg 



positiven zu nogiitiven 1/ gerichtet. Der Coordinatenanfangspunkt 
in der ^^-Kbone ist der Punkt, in dom die Geschwindigkeit 
Null ist; ihm ontspriolit in der Flache X ein Verzweigungspunkt, 
in dem ;u i iat, und in seiner IJmgebung hat die Stromung die 
in dor Fig. 57 duroh die Pfeile angedeutete Richtung. 

Don Linien 90 = 0 , >■ 1 in beiden Blattern der Flache X 

ontspricht in der ^-Eben© die positive und negative y-Axe. Den 
boiden Sfcreoken 90 = 0 , 0 < <C 1 entsprechen die Strecken 
Oa und Oa' der x~Axq, deren Enden die Abscissen 
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Tlu'il von ihr abbildot, uml da dio Begrenzung in der %-Ebene 
immor durch panillolo (}(3rade gobildet sein muss, so ist hier der 
einfachsti? ball) dc‘,r zugloicdi dio moisten der bislier gemacliten 
Aiiwendungon uinfasst, der, dass wir einen Streifeu, der von zwei 
zur rocdlen Axe parallelon (xoradon begrenzt ist, als Flacbe X 
waldoii. Dureli Verfugung liber dio Einheiten kdnnen wir er- 
reiclien, dasa die (irenzon eines solchen Streifens durcb die beiden 
Geradou 0 und i) ^ % gebildet sind (Fig. 62, 63, S. 460). 
Diesen StreilVu konnen wir zuiiachst auf eine Halbebene X^ in 
einor ;Ki-Kbeno abljilden, wenn wir setzen: 


( 1 ) 


== --j~ == ey + iiA. 


Den boiden Grenzcsn dos Streifens % entspricbt die Axe der 
roollon und zwar dor Linie ib == 0 die positiven, der Linie 
^ n dio iiegativen Worthe von gpi. Die Punkte 0 und co in 
der ;{;i-Kbon« ontsprocUan iiegativ und positiv unendlicbenWerthen 
von q). Verstchoii wir iiocb unter A, B, 0, D reelle Constanten 
und setzen 


( 2 ) 


Xx 


Ax^ B 


80 erhalton wir ein weitores Abbild von Xi, und wir konnen 
die Constanten so wahlen, dass drei beliebig gegebenen reellen 
Worthen von Xx drei ebonfalls beliebig gegebene reelle Wertbe 
von Xs ontspreoben. 


Fig. m. Fig. 60. 



Fbr die FHidie W wollen wir zunachst einen Kreissector 
Ux bx 0 annehmen, der* von einem Bogen be des Einheitskreises 
und zweilladien ab, ae begrenzt ist (Fig.59). OhneBeschrankung 
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass der eine dieser 
Eadien in die tfrkxQ falle. 

Den Winkel des Kreissectors bei a bezeiebnen wir imt an 
Da mt in der bUebo X keinen Verzweigungspunkt haben, so 
muss tes=sO einem unendliohen Wertb von x entspreeben (§. 169,6.), 
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Daraus leitoii wir inittelst der Bedingungen (3), (4) die 
Fuiu'.tion Xi lier, idinilich 

( 8 ) Xi 


■ 1 ’ 


H'l -}" lOi ^ — jT/i — g^- 

woriii g //“ und (,/ cine Constante ist, 

IU‘zeicdiiit‘n wir dciiBogcn (bg) (Fig. 59) mit y, so konnen wir 


(9) g r:-. g, e^Yi 

sctzen. Fiir die Puiikto des Kroisbogens ist 


il 

(3“ 


id- 


10 — Wi e 

imd domnach ergiobt die Formel (8): 

(10) Xr 


1 n 

2 


\0 


'!)' y 

(•08 — C ’08 ' 


^ y -J-. 0 ' _ y - 

Sin ' — sm „ -• 
2 a 2 a 


0 - 


a a 

Da X folglich Xi I’eell und positiv sein soil, so 

lango -O' zwischcn 0 und y liogt, so muss dio Constante C reell 
und poHitiv sein. 

Urn ^ al8 Function you % odor von iv zu erhalten, wendet 
man dio B'ormol §. 169 (9) an: 

W 10 

FUgt man noch oine ahnlicho Vorgrosserimg odor Ver- 
kleiiuirimg der Figur in der jf-Ebeno binzu, so kann man aucli 
aetzcn 

IV 

worin h oine roollo Constante bedoutet. 

Die Einfahrung von Wj als unabhangigo Variable ergiebt 
nacb (8): 

nn dM--h - . . 

Fur die froio (Jronze kann man auch die Variable & an- 
wendon, und fmdet: 


dg h 


sin ^ dd' 
a 

2 a sin ^ ™ sin 

2 a 2 a 


St' 


( 12 ) 
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I 





woboi tlt*r Intcf^ratioTiswKfr im Iniiercn des Halbkreises ver- 
lauftai luusH, uiid wedar don Punkt 0 nocli den Punkt be- 
ruliiH'U dark 

Sind die fo.ston Wando mit iliron Endpunkten in der ^?-Ebene 
gegobcu, so ist dadurch zuniichst a direct bestimmt, und aus 
(14j orliilH man zwei Glciichiingen zur Bestimmung von y und h. 

Das Integral (Uj kann man etwa iiber den in der Fig. 65 
niit 1 bez(uelinet(‘n Weg nelmien. Man kann es statt dessen 

Fig. 65. 


abor aiie.h nacb dorn Caucby’schan Satze iiber den Weg 2 
nolimon, und oin urn den Punkt berum gefiilirtes Integral 
liinzufiigen. Man erluilt so, wenn man der Einfachlieit lialbcr 
h 1 Hotzt IBd. I, §. 48, (2.)J: 

1 

wf^ -j- iOl •— 2008^1 + 

1 

wo jotzt das Integral liber don Weg (2) zu nehmen ist. Dieses 
Integral kann aber in ein geradliniges verwandelt warden, das 
von *- 1 bis — eo und dann von + ^ "|- 1 geht. Macbt 

man die Substitution 

(16) U’l == p 

80 gcdit t auf reollem Wege von •— I bis -I- 1 und man erhalt 
nach (9) 

^ +1 

/* 1 

(17) eb — <y . ... - - dt 

I jf t — 2 cos 

. 1.1 

Hierin ist die Fotenz t‘* flir positive Werthe von t reell und 
positiv zu nebmen, wabrend flir negative t reell und 

positiv ist [nach (16), weil auf dem Radius ac (Fig. 62) 

posittv iit], Man kann deranach das Integral (17) auch so zer- 

legen: 






t! . Si Ji ... “S' f' r I ’* o 


172 , 


mitl iliirc'li Trrfiiiiii4i» j.-rll.-!;, 


.■i 2 lli.il* n Ii^‘«.tAiicit|ieii; 


* 'i * «i* 


Iiii .yiM<-iijr}iiini mh 4.» nf t||i « 

ifii tHriK*-!! ilir. J'oru^ imims, tiiek 

weiirr PHitinri'fi i>4 al,w>r a m » rmic- Z,iilil, *sj gf. 

hilt tmn Hiis 171 ^llf, nis-nj A I iiij 4 iHfl ||g|, 

Mitufiiia 

I* I I 0 m 

ffle 


4 ... f % 


iilio «iti tiit#*fr#ii rifjpf fiiti«i«l 0 ii I. Amdr^ 

tin ti wifii nm ^ iriisiiif 

Katifflii Kiiilrii w iifi*| m 




























j. 172. 


llcsondere 


463 


Uin (Icii liinlficlistoii I'adl 7ai botrcicliteii, noliiUGn wir a = 1 , 
tlso 1)1 n ^ 1, %v = Wi ~ und erhalten durch Integration 
luitttdst Zcrlogung in rurtialhriiche: 

und hicsrauH erhalt man die Gleiclmngon fur die freie Grenze, 
wenn man t c: setzt. 

Au8 §. 171 (19) orgiebt sick fiir diesen Fall 

(4) Xt, — it',. 2 — srsiny — 2 cosy log tang 

yi, • ■ - y,. r- — 2jrcosy, 

und es ist rIko, worm y zvvischeii 0 und ji;/2 liegt, y^, < ?/,,, und 
wonn y zwisohon 3r/2 und 7t liegt, yi, > y^, Fiir y = jc/2 ist 
tji, " y^. Diti DilToronz Xi, — x,. wird fiir y = 0 positiv imendlich 
Fig. 60. Fig. 67. 


und int nogativ fiir y ” Tt/'I und auch nocli fiir y == jr/d. Die 
Figuron 66, 67 zeigon die Art der Btromimg, von dcncn die erste 
(itwa ftir y ' - a-fd, die. zwoito fiir y ~ tc/2 gilt. 

Dor Gronzfall y 0 (obenso y = n) bedarf noch oiner be- 
sondoren Botracditung; in diosom Fallo bleibt niir oino ins 
IJnondlicho verlaufcmda froie Grenze iilnig. Betracliteu wir der 
Fiinfachhoit halbcjr nur den Fall a =: 1, so kdnnen wir das 
liesultat auB der Formol (8) ableiten: 

(5) ^ _ t 2 log (f — 1) ^ — 2 log ^ • 

So lango n) rooll ist, und zwisohon 0 und 1 liegt, ist .0 = a? + ^ 2 / 
reell, und -x geht von — oc zu -f- Ist w zwischen 0 und 

— I gelegtm, so erbElt man don Wertb von 0 , wenn man einen 
Halbkrok im positiven Sinne urn den Nullpunkt beschreibt, und 
fin clot also 

X ~ — 2 log «/ = 27r. 

Wenn w von • 0 bis 1 gelit, so gelit x von -{- co bis 
1 ~ 2 log 2, und y bleibt constant = 27r, Setzen wir endlicb 
w ~ 80 ergoben sich die Gleichungen der freien Grenzo; 
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jBeispiel III. 


Wir l.osdu-auken die Aufgabe nicht weaentlich, ,enn wir 
aiinehiiieii, dass die begrenzenden Bogen von Halbkreise seien 
l-'ig. 70 . ’ 


Fig. 71 . 



i . "1 0+1 +1 

X t' 


wail wir dutch die Substitution w = andere Falle auf diesen 
S5iiruckfuhron konnen. 

Fine soloh© Halb-Ringtiache wollen wir so auf eine Mlalb- 
obenc abbilden, dass den Punkten ahcd die Punkte 

t = -j— 1, -j~ 1/^5 1/^5 1 

•entsprechen, worin x ein echter Bruch ist (hig. 74, 75). Diese 
Abbildungsaufgabe ist nahe verwandt mit der, die wir im §. 143 
cles ersten Bandes behandelt haben, und lasst sich wie diese 
aiirch Theta - Functionen losen. Wir wollen hier aber einen 

Biemann-Weber, Partiolle Dlfforontialgloichungen. 11 . 30 
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Kiir / ■■ ' liiit, wio huh dor Symmetrie liervorgeht, w den 
Wcrili /j's, inul da dioHCi* Puiikt keiii Verzweigungspunkt ist, 
30 begiiiiit dii‘ Kiitwic‘k(dmig von w — ir^ nach fallenclen Po- 
tonzon vou f init dor l‘®» Poteiiz, folglich die von d^v/dt mit 
dor -- 'i*'”' Potcnz, und die von 0(t) mit der ~ 4^“ Potenz von 
(, Die Function (2) ist also iin Uuendlichen endlich, und muss 
dahor glcicU eimu' (ioimtanten sein. 

Wir erludten idlglicdi aus (1): 

^/log?c__ C 

Zur Jiesiiniimnig dor Oon.stanten (J und % und einer additiven 
OoiiBtanto dor Inifigration liat man die zusammengeliorigen Werthe 

f -L w = ± n, 

^ ^ p == i; rj. 

Dazu koninit noc.h, wio man wiedor aus der Symmetrie scliliessen 
kaun, das zusammengoluirige Werthepaar 
(5) I rr” 0, w = ifi. 

Dornnaeli orhalten wir 


iri “ J ^(1 

Sotzt man noch in llblicher Weise 




.J Vfi — F)(r~ 

und boslimmt die Vorzeiohen so, daas K und K' positiv sind, 
so folgt aus (4) and (6); 
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Zwoiiuulzwanzigstor Abschnitt. 

Portprianzung von Stossen in einem Gase. 


§. 174. 

Difforoiitialgleichungen fiir ebone Luftwellen. 




P 11^ 


forniigt'T b’luHsigkoiton, in denen dio Dichte q als eine ge- 
gobwio Function des Druckes betracbtet wird. 

Dio Diffarontialgloichuugon, die in diesem Falle die un- 
bokanntou Functionen, namlicb die Diolite und die Componenten 
der (leBchwiiKligkeit, beBtimmon, eind iiicbt linear, und ihre 
Intc^gration biotot daber grosse Schwierigkeiten. Es sind zwei 
Wego cdngtiBohlagen warden, um diese Dift'erentialgleicbungen zu- 


und dio DichtigkeitBandorungon der Gaatbeilchen als unendlich 
klein angeseheu, und man fiibrt durch diese Annabme die Diffe- 
rontialgleicbungen auf lineare zuriiok, die in speciellen Fallen eine 
Integration gestatten, durch dio dann die wabren Vorgarige mit einer 



, den 
achen 
■nach- 
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Zweiundzwanzigster Abschnifct. 


§. 174. 


lassigung integrirt hati). Wir versuchen, ini Folgenden ein Bild 
Tind einige specielle Anwendungen dieser Untersuchungen zu 
geben. 

Die vereinfacbenden Voraussetzungen, die wir machen, sind 
die folgenden. Wir sehen zunachst von der Wirkung ausserer 
Krafte, wie z. B. der Schwerkraft, ganzlicli ab. Der Einfluss 
solcher Krafte wird in der That bei Vorgangen, wie es die 
Schallschwingungen in der Luft sind, unmerklich sein. 

Wir nehmen ferner an, dass alle Bewegungen nnr parallel 
mit der x-kxQ erfolgen (longitudinale Wellen) iind dass der Be- 
wegnngszustand in alien Punkten einer Ebene, die auf der x-PiXQ 
senkrecht steht, derselbe sei, dass also Geschwindigkeit und 
Dichtigkeit nur von einer raumlichen Coordinate x abhangen. 
Wir brauchen hierbei diese Ebenen nicht als unbegrenzt anzu- 
nehmen, sondern es passt diese Annahme auch, sofern man von 
der Reibung des Gases an den Wandeii absieht, auf die Be- 
wegung der Luft in cylindrischen Bbhren, z. B. in Orgelpfeifen. 

Von dem Einflusse einer Begrenzimg in der ^r-Richtung sehen 
wir gleichfalls ab, denken uns also die Rohre, in der eine solcbe 
Bewegung.vor sich geht, als unendlich lang. 

Den Druck p .nehmen wir als eine gegebene Function der 
Dichtigkeit an, und setzen 

( 1 ) p=(p{q). 

Insbesondere verfolgen wir die beiden in §. 142 unterschiedenen 
speciellen Falle: 

( 2 ) (piQ) = a^Q^ 

wenn wir die Temperatur als constant annehmen diirfen (iso- 
thermischer Zustand, Boyle’sches Gesetz), und 

(3) (p (q) = 


Ueber die Fortpflanzung ebener Ltiftwellen von endlicher Schwingvmgg* 
weite. Abbandlungen der Gottinger Gesellsohaft der Wissenschaften, Bd. YIIIj 
1860. Eiemann’s Werke, zweite Auflage, S. 156. Vergl. ein Eeferat von 
Christoffel, Fortschritte der Pbysik, Bd. XV, S. 123. 

Unabbangig von Eiemann und ungefahr gleichzeitig ist eine Untec- 
suchung von Earnsbaw (Philosophical Transactions 1860 ), die das Problem 
in ahnlicher Weise angreift, aher nicht so weit fiihrt. Ein Versuch einer 
VeraUgemeinerung ist von Lipschitz gemacht (Orelle’s Journal, Bd. l(X)» 
1885). 
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]7(>, J’'>i*t [»1 huizuiii,^ von lIiiHtcitijfkoiten. 


'tiiiu tlt'i iidiiiljjLtisc,!) b(sirii(',litc*t "vvird, "vvoriii dodin 7c 

on \Nt‘rth l,4lul hat, (I’ois.son’sche Amiahmo). In beiden 
’iillcH ist a nine (^onslanUs. 

Dann cr^i-hcu sioh nun 145 (2) iind (4) fiir die beiden 
.idxjkuiiiiten FunctioucMi u und y dio Difterontialgloicliungen: 


4) 


f u 

if t 



7'' fp) 


c) log Q 
dx ’ 


rl<ig(> __ (in 

( X 


Xtdnnon wir fiir t • 0 dio Kmictioneu u und log^ als Func- 
donci! von x iih gfgtdion an, .so orhillt man axis (4) die Diffe- 
.’cntiahiinditaitoi! f ii/r/, rlng(i/?)7 fiir t r-r Q gleichfalls als ge- 
.?ohoru‘ Faiictioiioi! von r, tind durcli fnrtgeactzte Differentiation 
iifioli / kaiitj man niudi dio hdlioron Difforontiahiuoticinten bilden. 
Deinnaob kaini man nntor dor Vnrauasotzimg doa Taylor’schen 
LcdiraatzcH diono Funotionon nncli Potetizon von t cntwickeln und 
(U{^ FntwiokoluiigsootfffioiQnton nind eindeutig bestimmt. Die Ein- 
deutigkoit d«^r Lunting iit hiordurch abor nur so weit erwiesen, 
ak diisso Voraipsot'/.nngon zutridlbn, und wenn Unstetigkoiten 
eintroion, ho wird on in dar That uutor Umatandon mohrere Zu- 
Ktiimb* gobon, dio don Dedlngimgen der Aufgabo formal geniigen, 
wonn Eimb von dtoiion vomuBaichtlinh nur oiner physisch mog- 
lidi ist. 

Fobcir dio Funotidi! (pi^) wollon wir im Allgeraeinen nur die 
I'amiwsotjsmig maohon, dara do rait wacliHondom q wachst, d. b. 
dasg oino Htoigorung de« Druckoa immor mit oiner 
Vnlumonvormindorung vorbundon ist. Dann ist 9?'(n) 


zwisfdjon iUnwi gidogonor Worth kt, so ist auoh dioser Quotient 


FortpflanKung von (instetigkoiten. 

Aus d«n Difforiintialgltiiehungfiii (4) sind u und q als Func- 
XI von X und t mi befikimman, wenn diaae Drossen in eiiiem 
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(i*'r Ftlli* !iij|j.> II 2 ii fi l/s i Inr ilif-i'H |4,H 

lir'-*’,- 4*'r I->iii'fLiii.-iing 4 i»r IJti' 

Ki iia iiImi /«r /ril I Isr-, ,/ • r*i„. H-,, 

Fl|li<*li«lJeii If |i ,>;},/!• j'l, II n 4 asr fis'lifuffg 

jiiirli-4 jisi, ii»'>h <« -h4'Im' I Inil4**iii$tili| 

I* Hi 1 j «• i! 111 li. 4. 4. iilifjw 'iii Ij i li 11} sr4( ta-r ■*’ I ’* "♦ ^*4 tf kf itf. 

Htrllr!! /« trill <|rr /.iff |4* r I « ** ;♦!._ ft .a 

ilii»ht*r F«rll«**r||!ii3|' .V'-ii .iiif,ni%!*4}rii, till.I 4i« % g*'«liti^i iffircl ifo. 
tf‘&rlitailgt?ll, 4rfjii II ^'HUJ iltis. W*i l'.'|jr}| lii'i! 

Wir feliariiiiHii iiiit fi,, f, 4tr Il4."rll}f' 4< r I iiiiftwiien | 
fiir I I II iiihI mil f| 'ii* llrriF*;* 

»n thf Stl41f I ^ ti, llil £rilt»|r|'|;i*-|-j|„ ,f’f 

tiitf tlm 4* wr-ii. |i|r. write 

»iifi:ii44lp|i4i*ii 4r«r|,! <iiP IVj|,tiii«ii;it i¥f If*** 

I'ig 7|i^ **i» Wit l,i.rir.i< ilftf 

-’'-■’”1* I .j |■^.^r-^silr.|t.|| I iliii4ir l’j'4%1 

. A i I * ' 4 * 1 , Hi %uti Ittfi 

4 , . «!*<«? #|— 

(llg, i*l| lN|f«|} 4 ir! tirtiiis|||*r|f f 
ii«*i J*| flir%j.| III ilfif* ^>jt 4? I m, f, ftifll ft ^ 

< 4 'litlflfir f* 4 l 4 » itfiii iltinii tlw 111* « Iwti ill#*.*,I «||i 

flwc |i#f liH»|i||| |||.»^*# III 

lit iuimr 

P-* ii.j, I«f 

I^l fwwHv, %« I4.|l4 ill. f ’ftiiinlHii/, Ml 

fbw a.tlf riiift iiii#i!f!Fi |« tiHg* aail* it gFirli f, M 

m»ihm I ‘ 4| 11^4 |., 4 ^, Him## 

l*if‘ i.lftT f|f» ii IJ, f||i fj, ||||,| sf’Pttirt 

iiiii^ 4i# gF ir I* 


f S I «♦ t# I 
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. 175, Korfjtflanzunp von UnKtetigkeiten. 

■eiii. nicruus (‘rgiebt Hicli die crate Bediiigung: 

;i) nu>i — U.Q. (q, — Q^) 

.lie auch fiir negative uiiverandert gliltig bleibt. Die Ge- 
jcli'W'incligkeitt'.ii dor GaKiiuiHse sind (bis auf nnendlicb kleine 
GruHKen) in deni Cylinder (.^i irj) iingcandert geblieben, ab- 
gcschen von dor Scbicht d^. Sotzen mr 

( 2 ) « - « - 

HO iat V die. relative G OHobwindigkoit, mit der sicb ein 
Gaatboilelien, das die GoHchwindigkoit u bat, gegen die Unstetig- 
keitHstelle bin biiwegt. Dio Bedingung (1) lasst sicb dann aneb 
80 acbroibeji: 

( 8 ) 

und OH iHt 

(4) QiVxcadt ~ Q^v^a-)dt 

die GaainiiKHo, die in dor Zoit dt in der iiositivon Riebtung dnreb 
dio UnstotigkeitsHlelb! willirend doron Bewegung von ^ nacb 
bindurchgedrungen iat. Dio Gescbwindigkeit dieser Gasmasse ist 
also YOU //j in libergogangon, und sio bat also die Gosebwindig- 
keitHZunahmo u.^ — «i =: t?a — erfabren. Die Kraft, die dieson 
Gosnbwindigkeitsuntoracbiod bewirkt bat, ist aber der Druck- 
untorsebiid 

(‘"O 

Nacdi einem Grundgesotz dor Moohanik ist aber, wenn eine 
StoHHkraft wllbrond einer unendlicb kleinen Zeit anf eine Masse 
wirkt, das Product aus dor Kraft und der Zeit gleicb dem Pro- 
ducte aus der Masse und dom Gescbwindigkeitszuwacbse, und 
OB ist also aus (4) und (6) 

ilh ~ — (^s Vi)QiVia>dt, 

woraus iicb, wenn |; ~ 90 (q) gesatet wird, die zweite Bedingung 
ergiebt: 

( 6 ) 9 (^ 1 ) ~ 9 W — (‘h — 
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und in diesen beiden Ansdriicken muss das Vorzeichen nacfe .| 
ubereinstimmen. Aus (7) erhalt man endlich durcb (2): 


( 8 ) 


^ ^ + \/qi y(Pi) — y(P 2) 

dt F Pi ^>1 — ^>2 


woraus nocb folgt: 


± t/ii yfeL - 
r ^>•2 ^>l — 


^2 ± (^>2 — ^> l ) 


y (^ i) — y (P2) 

^>1 ^>2 (^>1 ^> 2 ) 


Gelten die oberen Zeicben, so ist d^/dt grosser als % 55; 
% und die Unstetigkeitsstelle bewegt sich, relativ zu der 
masse, in der Richtung der positiven x-knQ. Aus (9) folgt, 

Wi — Mg und Pi — P2 gleiche Zeicben haben. Wir neniira 
in diesem Falle die Unstetigkeit einen vorwarts schreitend^*. 
Stoss, womit nicht gesagt sein soli, dass d^/dt positiv itig 
miisste. 

Gelten in (8) und (9) die unteren Zeicben, so sprechen wit 
in demselben Sinne von einem riickwarts scbreiten dtt 
Stosse. In diesem Falle haben Mj — % und pi — pa entg^tSi, 
gesetzte Zeicben. Wir haben hiernach vier Falle zu unte. 
scbeiden: 

Vorwarts scbreitende Stosse: 


1. % — '^2 !> 0, Pi — P2 !> 0, Verdichtungsstoss, 

2. Ui — Mg <C 0, ^>l — ^>2 <C 0, Verdiinnungsstoss; 


Riickwartsschreitende Stosse: 

3. % — -Ug !> O5 ^>1 — Qi 0, Verdichtungsstoss, 

4. .Ui~ % <C 0, Pi — ^2 !> 0, Verdiinnungsstoss. 

In den Fallen 1., 3. bewegen sich die Gastheilcben zu baJlC' 
Seiten der Unstetigkeitsstelle gegen einander, und die 
teren Theile folgen den weniger dichten (in der Richtung 
Fortschreitens des Stosses). Es werden die Gastheile, die 



I’Uiu! particularo Liisunp. 
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I7(i. 


em Stosso t'rruic.lit wenkni, omo plotzliclie Verdichtung 

rfahniii. 

hi don Fillli'ii 2 . uud 4 . bowogon sich die Gastheilchen zu 
iddi'ii Soiton ilor ('nHti'tigkidtHKtelln aus oinaiidcr. Im Fort- 
chmt(‘n dca SIoskch (‘rfahrtm dio Gastlieile oiiie plotzliche 
^erduiiiunig. Wir wordiai sjiiiter nocli selien, dass die Ver- 
limiiungK.stiisHO in der Natur iiicht vorkornmen. 


§. 176. 

Fine partinnluro Liiaung. 


Wir wnlhni nun den allgomtunon DifferentialgleichuTigen filr 
lie hewegung duH (laKe.H: 


(0 


d u 

'(■ log p 
() t 



— ~ 9^'(p) 


9 log Q 
dx ’ 


9 logp „ d w 

dx "" dx 


uuier dor Hpecitdltm Anmihmo zu gGiiugen sucheu, dass u eine 
Function von p alloin Hoi. Outer dieser Voraussetzung er- 
gobon dio {ibdchungon (1): 

■ol ’ '* ~ dx ’ 

9 log p , 9 log p _ __ 0 log p 

ht ' dx ollogp dx ' 


Ci) 


du f 
d log p 


uud darauK ergittbt Hioh, wcmn nicht p constant ist: 
/ du Y 


^rfiogpy ^ 

Wir full rim cine Function /’(p) durch die (Heichung ein: 
/fpj |f^'"(p)^logp, 
worin die Quadratwurzel positif genommen und die Integrations- 


rtAnsfanfft festofilfifft isL Es wird z. B. fUr das Boyle ■ 





-171*. 


/ -A . . . -I ' « .♦ » I I' ■ h ' i * ; 

;i I i. " 

n»' , I " ■ 

**»* .'lU*' I-** *’ 3sii !IhI < <t'ili#‘ 

ln'/jif|j!H'in: 

171 tt f 

woriu ii*'r liriift'ii Z<’ii |ji-!i i'?. I ui ila** silii!f0 

» lllit warb*«t!in|«*ll 4 IJ! «aril***-!, . lui' Dijj 

fiiH> Fall grlit 311 *lrii ;s!«.lrrr-js '‘AMi!} til-- x' Fs*‘liiiing in|, 

gwi^iiiiitnii »ir4, !*• i«i<' I .tilt* hiii 4 alsu uicjii 

wr»efitlirli vrrrf*i4t‘»l«’ii. 

Fiilirt*it wir iiiiii Aiiisttliits*' lu *ii 8 * 

f4fl. HO ^irli 


i h} 


f l«*i I* 
r f 


I fi 


t r 


wtiriii tlfiw V<ir/.<irlif?i twit 4**111 
misis. Fiiiirc'ii wir lii*«riii 4 j«- 




71 tiiH’r»ii»tiiiDtei 


(*♦1 ~ ^ I If’I I* I ' /Ifi ’ * «' 

w ffiialti^R wir, «r»ii »sr i>*t fi«t 4 tih*g,f tt!iilti|jlictrf% 
fllr f tli« iMffcr*^stiiil|ilrirlmii8' 


(F)| 


€ f, 

# f 


Hii'iin 1 st r| tiiM* %«i 4 f, itif tiitiir 4 fi 

Iii 4 c 1 i 3 p Arsii»litfit*ii {&) niitl fl 1 | Am Aiia 4 rti<'li»* «"rli.i 4 ll; 

111) »l -- * m ■ l»g|» *1 ’ r, 

I ^ ^ 

(l:ii % I i* I"*' |, I f * 


iFiram^ wird. ws'iiii ij i*‘‘fits4**ii i%l* f t'-rtiiillxn, iiii4 dm #f» 
girbt Mrli m iiijii 

IH«,» I Mil i*l t«j|t tlnfTtrllwn Ftff® wk 

ilif, die wir ill! IS^ tii«l di^citirl liiliw. 

Miin ftrFiit ittr liil«»iril ii» *lrr F»sfm * 

(1*1) f FiM -- 

worip F diS fiir eitte wllUttirliriif* fmmtkm mi <Ml«r 

(14) ff *' 

w®Eii 0 dki Fmkcliriiiti ton 1% altti «ifte willkirt^ 

FttitctioB iti 





























1*.ilii* purti(Ui 1 !iri‘ LiiHuiip^, 
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'Iwv VfrnuHchjiulichuiijr (Urnktiu wir uus x und t als recht- 
kligu fiiordinutcii in ciner Fditiue, und verlani^^cii, dass rj als 
ic'tidu dt'H OrtcH in dt'r deu jiositivon Wertlioii Yon t ent- 
*t:h<*Hdi‘ii lIaHi(dH-uc In-stinunt werdo. Datni koiinen wir der 
irhu!i|i[ (Id) di*n AuHtlruck Ktibon, dass jodtnii cons tauten 
iiH‘(»i*rade (14| eutspricht, dass a.lso die Function 
■ ini-n t'unstanteii Worth )/', den sic in eiiiem Punkte 
if' hat. luif finer Kf'J’Jiden Liiiie von der Gloicliung 

^ X • - tj't — ./•' ■ ij't' 

verjindert hehalten anil. Auf dies(!r (leradcn er- 
H nieh naeh fll) und (12) auedi eiu coustanter Worth 
vnii (), uiitl uNcii naeh (7) nuc.h ein constaiitor Werth 
von a. 

Bildet dioKe I.inie luit der a:“A\'e dtni Winkel -9'', so ist 
ij' — eotang tP. 

Diene Cterade ist idso uin so stilrkor gegcn die a;-Axe ge- 
igt, je griwser if' int. 

Nacli uiiHorer VoraUMKOt/aing ist )/ i/t, auf dor ganzon a;-Axe 
l^eben, FonHlruiren wir also von jedmn I’lmkto Xn diesor Axe 
M eilie (ic<risde tUitiT jleitl dureh 

eotanglto •* tf^ 

'Btimtfiten Winkel, no hleiht der gegehono Worth i]q auf dieser 
©nwlen rrhaltini und ij i«t in jedem Punktn (druleutig bestimmt, 

I binge sitdi iiieht zwoi Hcde.he (loradim in einora Punkte schiioi- 
;jti. Hies tritt imf tier Heite dor ponitiven t niomals ein, wenn ijf^ 
lie mit waelweiidf^rn .r waelwende Function ist, und dann ist 
180 tj oindeutig ufnl fillgeraoin bestimmt. In andoron Fallen 
iirden die ClRnuinn fiir fKigitive t nine Enveloppe haben, die 
iwli (14) durch tlit* bidden (Ueinbnngen 

i r-i- .. 

r— (r(rj) --- rj (I'in) 

ttrgfwtollt ist, und die ikkiing ist nur in dem ausserhalb der 
liiveloppii gokfgeneii Stiicki der ^^Ebene oindeutig bestimmt 
Fig. 74 auf Hidte 4116 doi nrsttm Bandes). Im Innoren der 
Inveloppe wtirde uiwer Viirfebren iswei versohiedene Worthe von 
f und in dimm Thsilo der Ebene sind also u und p 

looh nicbt bistiiiiiiit, Wir klinnen im Allgemeinen nicbt einmal 
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sagen, class in diesem Stiicke die Voraussetzung, dass fi 
Function von q ist, noch aufrecht erhalten werden kann. 

Wir wollen nock ,den besonderen Fall betrachten, dass f 
der x-Axe eine gegebene Unstetigkeit bei x — 0 kat, und 

flir i = 0, X <C. 0 sei i] — 

^ = 0, a: > 0 „ n — V 2^ 

dabei -vvollen wir annekmen, dass und Constanten sciti, 
Wir kaben zwei Falle zu untersckeiden: 

Erste Annakme rji <C'>? 2 - 

Bestimmen wir die Function rj durck Construction der p*. 
raden Linien (15), so erkalten wir zwei Gerade (0, 1) und i... 
deren Neigungswinkel -S’!, O-g gegen die a;-Axe durck 
(16) cotang-S’! = cotang-d’g = 


Fig. 77. 



bestimmt sind (Fig. 77). Es ist tj constant = in dem 
( CO, 0, 1) und = 7^2 in dem Sector (2, 0, -j- oo). In dem 
(1, 0, 2) bleibt tj nock unbestimmt. 

Man findet aber sekr leickt (vergl. Bd. 1, S. 600), dass 
der Differentialgleickung (10) in diesem Sector durck die Is- 
nahme 


(17) 


— — cotangO’ 


geniigt und diese Wertke von rj schliessen sick an den LinKa 
1) und (0, 2) stetig an die constanten Wertke 
ier konnen wir also eine iiir die ganze Halbebene stei^» 
Bosung finden. Nack (8) ist 


dlogQ 01ogp dloao 


Ty9>'(e) 


81og() 

d X ’ 


und dies ist nach §. 145 (1) die Aenderung von log?, auf fi* 
ei ein eit bereclinet, die ein bestimmtes Gastheilclien erlei^et. 



I 170. 


Eine particulare Los 


ach (4) unci (9) ist aber logp eine Function von tj, und es ist 

dlogQ V' ^ ^ dlogp J’ 

nd daraiis folgt: 

d log ^ _—rr-r BloSfo ^ ^ 


“dll" = =F 

y ? F ) + ^’ 

d log Q 

olglich, wenn rj clurch (17) bestimmt ist; 


cl log p 
d t 




xlso nach clem Boyle’schen Gesetz: 

d logji _ _ 1 
dt t 

Lind nacli clem Poisson’schen Gesetz: 


c^logp_ 2 

“~7U“ ~ ~ 

in beiclen Fallen ist also dlogQjdt negativ, d, h. die Dichtigkeit 
nimmt in jedem Gastlieilchen ab, und es breitet sicli also von 
der Unstetigkeitsstelle aus eine stets breiter werdende Ver- 
diinnnngswelle aus, deren vorderes und Mnteres Ende mit 
constanter Geschwindigkeit fortscbreiten. 

. Damit dieser Bewogungszustand moglich sei, konnen die An- 
fangBwertho pi, pj nicht ganz willkurlich gegeben sein, 
sondern es muss zufolge der Gleichung (9), die in dem ganzen 
Sector (1,0,2) und also auch an dessenGrenzen erfullt sein muss; 

vi = % ± f¥(^) = ±/(pi) ± y 9'(pi) + c, 

7]2, = U2 ± 1 / 9 ' (Ps) = i /(^> 2 ) ± {Qi) + C, 

also 

(19) — Ms = + [/(pi) — /(pa)] 
und ausserdem wegen rji < rj^: 

(20) Ml — M2 < q= (iVM - V 9 '(S) 

sein. 

Fur das Boyle’sche Gesetz werden diese Bedingungen 
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(21) 4ti — U<i = 4; «log — , — 1t2 •< 0, 

und fiir das Poisson’sclie G-esetz: 



- 

^>2 ^ y < ^aily 




■•also ist, da 2 /(/c — 1) > 1 ist, nach beiden Annahmen — 
negativ und fiir den Fall der oberen Zeichen kleiner all 
fiir den Fall der unteren grosser als 

Die Gastheilcben werden sicb also an der Unstetigkeitestt' 
Ton einander entfernen; die Unstetigkeit lost sicli auf, un4 
gebt von ihr, je nacbdem die oberen ocler die unteren 
gelten, eine vorwartsscbreitende Oder eine riickwart- 
scbreitende Verdiinnungswelle aus. 

Damit. ist wieder nicbt gemeint, dass diese Welle im 3 ,, 
•soluten Raume vorwarts oder riickwarts scbreitet, sondem 
dass die Verdunnung im Fortscbreiten die vor ibr oder die hiit-i 
ibr liegenden Gasmassen ergreift. 


Zweite Annabme >> ri^. 

In diesem Falle wLirde die Construction mit den ger^« 
Linien in dem Sector ( 1 , 0 , 2 ) zwei verscbiedene Werthe von ^ 
.geben. Dieser Widersprucli kann nur dadurcli gelost 
dass von der Unstetigkeitsstelle eine Unstetigkeitslinie, 

■ein Verdicbtmigsstoss, ausgebt, der den Bedingungen des §. 1T5 
geniigen muss. Diesen Fall werden wir im nacbsten Paragraph® 
-allgemeiner erledigen, und brauchen daber bier nicbt 
■ darauf einzugeben. 


§. 177. 

Das Riemann’scbe Beispiel. 

Diese Resultate gewabreu die Mittel, um das von Riem»»* 
gegebene Beispiel (Art. 7 der Riemann’scben Abbandlung, »!» 
■sammelte Werke, S. 168) allgemein durcbzufiihren. Die Bi#- 
mann’scbe Annabme bestebt darin, dass zur Zeit t — Q 
•Gasmassen mit den constanten Gescbwindigkeiten und'Dich^^ 
?keiten an einer Ebene x ~ 0 zusammenst(^^ 
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§ .77. llioiuanu’acliu Jicispiel. 

\ r mmUm iin KolgtMiclcu fur alio Atnialimen iiber diese Grossen 
e (' Ld.mnig dor Idfloroiitialf^leicliiiiigoti linden, die fiir t = Q stetig 
i dioaoii AufniJKsy.uHtuiid ubcrgolit, iiiid die iiberall, wo sie un- 
H tig iat, don iiu 175 c-ntwidudton (xesotzon gehorcht. 

Zur Krlf*i(*litortmg dor Anschauung behalten wir die Dar- 
g -Hung von X mid f durch rochtwiiikeligo Coordinaten in einer 
] loiio boi. 

Die LiiHUug Aufgabo orlialten wir aus der einfachen 

; imorkuitg, tlif* tboiln ovidont ist, tlieils sich aus den Be- 
1 icditungoii doH vorigon Paragraplum 'crgiebt, dass die all- 
■nieiiieii Diflorentialgloiidiuugon doa Problems in einem Theile 
T xl-Kbt'no bofrimligt Bind, wenn 
nj II und {) oouHtmit sind, 
b) die boidcn Dbdtdiungnu 
a I /(p) + c, 

II — I 

oriii 

f(v\ - f l/?-'((>)(nog(,, f§. 176, (4), (7), (9), (17)] 

iigloifh bsfnodigt siud* und wir zeigen nun, dass sich alle 
Idgliolikoltou uritor don folgonden vier FMkn unterbringen lassen. 

I, Zwoi VerdinbtuiigaatbsBe: 

Annahirio: Von dor Unatetiglcoitsstelle laufen 
zwei Vordiohtungsstosse mit constanter Ge- 
sehwindigkeit, dor einn vorwarts, der andere 
r lirk wllrti. 

Fig. 78. 


t 



Vor dem irattn Vardichtungsstosse bleiben die oonstanten 
Worthi fi, hintor d«ro zweiten die oonstanten Werthe Wi, 
zwischen diis«ii herrsohen constant© Werthe id, q' der Func- 
tionen m, die noch zu bestimmen Bind. 

nifftrwUalfWohttnfW. 11, 


81 
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Sind li, I 2 die Abscissen dieser Verdichtungsstosse, » * 
(Fig. 78 a. V. S.): 

^ = cotang ^ 1 , ^ = cotang ^ 2 . 

Nacb §. 175 (8) ergeben sich hierfiir die Bedingungen: 

. . \Iq' (q') ~ ^ {.9i) 

cotang -- ~ 

, aIqx qp (gp — y (Pi) 


cotang'9'2 = % + 


q' q' ~ Qi 
q' y ( 9 ') — y ( 92 ) 


/ _Li 1 / £2 ^(lO — y(9 2) 

' + ii' Q' ■— Q2 ’ 


und zugleicb muss, da wir Verdichtungsstosse haben -wolk 
grosser als ^>1 und sein. Demnach ergiebt sicli aus (2): 

, i/iQ'— Qi)[<p(q') ~ 
u, — u~y 


- ^2 


= |/^ 


Pa) [y (gQ ~ y ( gg)] 

P' P2 


und daraus durcb Addition: 


_ 1 /(£' — Pi) [y ( pQ — y(pi)J 


(4) -- 

j_ i/(p' ~~ P 2 ) [y (p') ~ ^M\. 
r p'p2 

Man bemerkt nun, dass die Function 

(p ■— pQfyCp) — y ( pi)] 

PPi 

wenn ^ ^ Qi ist, mit q zugleicb. ■wacbst, denn ihr nacb q 
nommener Differentialquotient 

i [9(9) - y(9i)] + V'(Q) 

P V Vi 

ist unter dieser Voraussetzung positiv. 

Wenn also' 9 ' grosser als der grossere der beiden 
^ 1 , ^2 ist, 80 wacbst die rechte Seite von (4) mit zu^i«i% 





' 177. l>iin U if maim’BO he Hcispiel. 

ul .‘H fulgt, flusH, ysv.im ilif (H.‘ichuu{r (4) orfullbar sein soli: 

I. ■ . 1 ' 

1 Qih 

ill muss. Iht BcHliii^qini? uriiillt, so giebt es einen und 

ir Wfiih vt.ii (/. der griissor ist als der grosste der 

mlmi p,. c>« und dt‘r dtm Ji(;diiiguiig (4) goniigtij. Plat man o' 

, n,,u. aus .l.T l.oi.lou Oleidmng^ (3) der^^ 

sliiirigmi \Yi'rth vt»n ii'. 

Ks ist hier h, h.^ lumitiv; ub miissen sich also, damit dieser 
all (‘inin*ti‘, zn Anfang difi luddou GaHmasson einander ent- 
Hgfidunvfgmi, uml z.war mit tdrmr (loscliwindigkoit, die eine von 
cu ArifuiigHwrrtii«'« dt-r DichUgkoit abliilngige Grenze iiber- 
‘hridlcn muss, 

Auk dtni zwtdti'n nurstidliuigeii von cotangcotangin 

i) rTgicbl hitdi 

mdaiigfta • cotang #1, 

do OH in lior Figur 7 k jingomminmn mt. 

Al« {irmi/Jidl ist noch iliT zn fU'wElmon, wo 

1 Ifl - - V'(?.Tl 

f «'l Pu 

Nt. 1st diiiiii (/g, HO gmiligon wir don Beclingungcn (3), 

vi-nn wir y' f,, u* ii, set'/.tm, und oh bloibt also nur ein 
‘orwIirthHcIirpitfiHlnr VerdiclitungastosB ubrig, Ist aber 
)j “ w> bbdbt nur dor riickwartsHohroitende Ver- 

lichtuiigshttj«i«. 

{|. Zwni VfrdiinrmngHWcllcn. 

Aiiimlmm: Von dor UiiKtetigkeitsstolle laiifen 
z.Wfi Vnrdinintiugswolh'n, clio cino vorwarts, 
dio nndern rilckwllrts. 

Wir bw»*n v«m Kullpunkt (Fig. 79 a. I S.) vier gerade Linien 
1. 2, . 1 , 4 urdw doit Winkfdn Iti, IFu *^4 positive 

r-Aio iiu4iiiifVn und ntdiKirn an, in dem Bootor (~ co, 0, 1) 
mien «, ^ coimtant ginicb den gcigibenen Anfangewertben. 
ebciiw in |4, », f -v/) glinrli 1%, |>j, in (2, 0, 8) seien u, q gleich- 
ftills cotwtjint Mb fk die ab®r nodi m bestimmeii sind. In 

*1 Fiir I|j»y|R’«*h« Getet* irgiebt •iok filr eiae quadratische 


81* 
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den Sectoreii (1, 0, 2) imd (3, 0, 4) werden die Fimctionen ^ 
nach b) bestimmt, und zwar so, dass u, q im ganzen Gebiete 
stetig sind. 


Fig. 79. 
t 



Es ist also, wenn c imd c' Constanten sind: 
in (— CO, 0, 1) : ^ = ^ 1 , 

in (1, 0, 2) ; M = - /(e) 4- c = V'7(e) + I, 

(6) in (2, 0, 3) : w = ^ = q'^ 

in (3, 0, 4) : u —/{q} c' ~ — V 9°' (p) -f- ~, 

in (4, 0, -{- CO) u = ^ 2 , Q = ^ 2 - 

Die Forderung der Stetigkeit an den Linien (01), (0 2), (08), 
(04) ergiebt nun folgende Bedingungen: 

1. = —/(^j)-|-c= V iQ\) -|- cotang-d-i, 

2. u' = — f {q') c ■= y (f)' {<j') -f- cotang'd-j, 

3. u' = . f{q') -\- d~ — y ffi' -f- cotang'd-g, 

4. % = c'~ — y <p' {Qz) -f- cotang'd' 4 , 

und aus diesen acht Gleichungen sind die acht Unbekannten 

c, c\ -S’,, 

zu ermitteln, Wir eliminiren zunacbst die Constanten c, o' uud 
erhalten 


( 8 ) 

und daraus 


+/(?') = «i +/(ei), 

•*' -/(«>') = % -f(9,) 


«. - % = 2/{e') _ /(e4 _ /(e^). 

Da es sich Her nm Verdiiunnpgswellen handelt, so ist p' 
Werner als der kleinere der heiden Werthe e„ e,. Es ist aher 
der Differentialquotient 
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Das Riemaun’sche Beispiel. 

10) 


II 

>ositiv und dalier /(p) eine mit abnehmendem q abnehmende 
i' unction. Es folgt also aus (9); 


IL 

Uy — '>'h <f (Qi) — / (^>i) < 0, fiir > p,, 


Ul - U2 <f{Ql) -/(Po) < 0, „ Q, > 


also ist — uz negativ und dem absoluten Wertbe nach grosser 
als eine von den Diclitigkeiten abhangige Grdsse. Es miissen 
sich also hier die Gastheilchen zu Anfang an der Unstetigkeits- 
stelle von einander entfernen. Wenn das Boyle’scbe Gesetz 
gilt, so ist/(^) = alog^ und kann also, wenn q klein genug 
ist, unter jeden Wertli heruntersinken, Wenn also die Be- 
dingung II. erfiillt ist, so giebt die Gleichung ( 9 ) fiir jeden Werth 
von ni — einen und nur einen Wertb von 

Wenn q' bestiiumt ist, so erhalt man aus einer der beiden 
Gleichungen ( 8 ) den zugehdrigen Werth von m', der zwischen 
und U 2 liegt, und die Gleichungen (7) ergeben die Cotangenten 
der Winkel '9’,, 'Q’a, 'Q’s, ' 9 ’ 4 , d. h. die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der Grenzen der Verdiinnungswellen. Man findet daraus 

cotang'Q'a — cotang-O’! = u' — -|- y <p' (pi) — ]l 9?' (^'), 

(11) cotang'9’3 — cotang-Q’g = 2 

cotang' 9’4 — cotang' 9’3 = ^^3 — -|- y 9 ' (pa) — V 95 '(p0> 

und diese Differenzen sind, wie es sein muss, alle positive). Die 


') Bei der Poisaon’sclien Annahme wird 


/((>) = 


2ayk 

h — 1 


h— 1 




2 


und nahei’t sich, well 7 f > 1 ist, mit abnehmendem q der Greuze NulL 
Demnach. hat die Gleichung ( 9 ) nur dann eine positive Wurzel q', wenn 

t(i — Ma > — f{Qi) — /(^D 

ist. iSThhert sich w, — % dieser Grenze, so nahert sich q' der Grenze 
Null, und es treten VerhS^ltnisse ein, bei denen sich unter Voraussetzung 
des adiabatischen Zustandes die Temperaturen dem absoluten Nullpunkt 
nahern wurden. Hier ist zweifellos die Annahme eines adiabatischen Vor- 
ganges nicht mehr zulassig. 

*) Wenigstens wenn nicht nur 9)(q), sondern auch 95'(?) als eine mit 
Q waobsende oder mit waohsendem q nicht abnehmende Function voraus- 
gosetzt wird, wie es bei beiden speciellen Annahmen uber 95 (^) der Fall ist- 
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§. .177, 


Linien 1, 2, 3, 4 folgen also in cler Weise auf einander, wie es 
die Fig. 79 angiebt. 

III. Ein Verdichtungsstoss und eine Verdiinnungs- 
Welle. 

Annahme: Von der Enstetigkeitsstelle lauft ein 
Verdichtungsstoss nach vorwarts und eine Ver- 
diinnungsWelle nach rlickwats: 

Wir ziehen in der ict-Ebene drei Gerade unter den Winkelii 
'Q’l, 'd’2, ^3 gegen die a:-Axe. Die Gerade (0 3) entspricht dem 

Fig. 80 . 


t 



Verdichtungsstosse, der Sector (1, 0, 2) der Verdunnungswelle. 

Es sei 

in dem Sector (— oo, 0, 1) : = Wi, p = ^>i constant, ^ j,:* 

» jj (li 0) 2) :u — —/(p) + c “ y93'(p)-(-ji 

,, „ „ (2, 0, 3) : = w', Q = q' constant, 

„ „ „ (3, 0, oo) : u = ^621 Q ~ Q 2 constant. 

An (0 1) und (0 2) sollen u und q stetig sein, an (0 3) ist 
nach §. 175 (8): 

(12) ^ — cotang'9’3 = w' -|- 

<^7 I' p — ^2 


% -f- 


q' cp {q') — (p (Pa) 


(13) 


P2 Q' ^2 
Die Stetigkeit an (0 1), (0 2) verlangt: 

■ = 
u' = 


~ f (Qi) ~f~ ^ — V 9^' {Qi) ~1“ cotang'9 ’i, 

- /(pO H- = y 9 ' {q') + cotang'9’2, 

und da es sich um einen Verdichtungsstoss und eine VerdiinnungS- 
welle handelt, so muss Qz 9 ' 9i sein. 
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11. 


Duh UiiTuiirui’Hche Hoiapiel. 


Auk (12) uiui (l.'ii rri^iabt mtsli 




(1 tlaniiiK 

'0 «I 


(y' 




,, ^ 1/ 9 (y') - <p U 2 ) 
f Q 'ihiQ'-Qd 


Q 


/u.'i ■- r((.j f 1/“'' ~ <'>)l')’(?')_n±(e<)l 
r Q Qi 


Dit* lUflcn'iitiatioii iiarli i>' zeigt, (Uibh dcr Ausdruck auf der 
fhtcn Sfita vi»n (15) zuglaicth niit g' wiiclist und er wilchst also, 
ihrcnd g* von (»,, Ids geht^ von einor untereu m oiner oberen 
reir^o. Sol! also 


d) ya ' ~ 

in, HO niu»« 

I. /(y-a) ' «i . «a 


1 y-i) ,3i.9(y2)l 

Pi Pu 


sin, tnui wfirin dios© Bodingung orfullfc ist, bo giebt os einen uud 
Ilf riiiftii tier tlbdfhuiig (15) genllgonden Worth von g', 1st g' 
5 >futitli*n, Ro »‘rgiobt idno dor Gltdolmngon (14) don zngehorigen 
forth von und sohlioMBlich orliiilt man aus (12) und (13) die 
finkol It,, Itj, it|. K« orgiebt siolj aus (18) 

jtengib, — eotmngfti — /(c»i) —/(^') f- V9'(yi) 
ko poMliv und RUi (l*i) und (18) 


OOtllfIgIb} —* fOtllflgtg 




ha «l«nf!tlk fWRitiv, Es folgon also, wi© wir angenommen 
tabtin, # 1 , # 3 , ts fon links nimb roohfcs auf einander. 

Hior ergitdit «ich dor Grtmgfall einer oinzigen riick- 
viirtsliittfindon Vardtinnungswollo, wenn 


II, - «2 S3/(^aj ~/(yi)) 

ind folgiir.h 

g’ rs. ^3, U* «8‘ 

IV. Dnr Fall ®in©» rttckwHrtslaufenden Vordich- 
tuiigisfcosf©i nnd oiner vorwartslauf enden 
Visrdliainungswen© ist von dem Fall III. nicht 





r 


i • J 11' lit 




I i 




\\ f H «■ 3i I 1 I • ,! 
4 i»‘ i i 


li 3 


^ t It I W 


1 \ / H'. * ? M/P '*■; 

1 

H.* ^ M/p 

p I*, 

Wir UP'S 3.'1 

;P 1. } " ^ -i.i-. 

' '‘P it"*!,’ ’Ijp'lj , t|;p>| 

1. l»iH 1\. all*’ 

1 3l ■ .HI 

*' fp fi tr. 

»f'||4|4t fiilltl lalljlrwilHIl 

% . .Jl 4*3 }H . 

/« Hriti 4g| 

AtwtiAtiJ*' I. 

Allgt-llblirk 

%iK 

H .’js' a* III kt; fill* ||g| 

1 

P 5 1 : 1 U* * 

|j |S 

*1 ■ V J ' 1. 

f - it 

1 f s IP , 

1. 

woliHi fiMfcitiv Mig#» 

.villiltiril %r|lv 

■!h4iI ;i|% 4» 4.1'4 «ls#ri Zwcfeti 

gill fiir fj ' ft, »la» aiilPtp i'm 

14. 1 la til* iial^ij 


4rii till! I, 1 I* 

. « iil. - I* ‘ 'I 1^. f|, 

M « t ^ I*} f |. 

, . if. , .1 ^ ^ 


Dll'* ilir-r lit* !#«’’» sscf r.#llr. 4l<'' %sr|i Itilljr^f i|ff 4^, 

nalinic* liiil**»ii, 4a*,■» 4i*" slrr Fi!ictif*«i 

fi» f in EM*n Al 4 lit*iltitii«ti |«- tlv* «j, fi;ij, 

grl«-«i4 ali*'*r mip'ti 4m I t^riaalla'ii m 4^‘^f Xilit ifgiii 
flifiPf i ii%t p! ml * It a ^ I- pH |iia**i»ls|ir|, ii«i fc 

aiM'fitilirli ‘l¥<-rtlii» tnti j tifiJ I *mn fi A 

W«ritl« f«fl Jl, f #4 Iwifrll ^«t||4<'1i tlnf I ||lfi-t|g||r||*»|4l# J* :*5!? I 
titivaluti, aacli mnm 4i«' f«ii « iitpl # 

ttimttat lnnfm %%m tnmt Ji 

tarli Am lf«rtip*ii mtn ii|, fi, 
gwiii mhr •iii I rpli. 

ilttfitifttipw'tll* m%. Am ilw lilt tw* III mm%UtM 

111 Wp, 

Wt lat<«g»llrtfl |%l III lilfpil Ilf Wl 

i^cii ttirit wiiglirli, m ♦ifli tim 4 i» I'fftiiliitif tsi 
ill €mrmm hmM% 4 m wriit t*»ii tprnlivftit 
ittt 4 «ioli» 111 I 4 it#*|»iini«‘''fi 4r-% rWim 
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IT-. 


I>if (h*H tiaaca. 


17k. 

I)i<* Kncrf(ic) den (jaseB. 

(i(»l(en (li** Ui«unauu riuiorio dor FortpHanziing von 
distotigkoiton isi vtm Lord Ilayloigh oin Einwand erhoben 
orcUni *!. tiin* sifli duruuf griindot, dasB dio Eormoln in gewissen 
'slllcTi \'erluht iind Helbat onion Gowinn an Enorgie zu er- 

ohcis HchidiHiii. Lm di{*soni Kinwand zu bogognen, miissen wir 
uf don Ausdnick fiir dio Kru-rgiti cnuor bewogten GaamaBse ein- 
ohon. 

Wcjin wir tlio Lulosr'Kchon (Uoioliurigon fiir eine bewegto 


lasmnsw j 

14 

f» {2 

:)| dor 

Uoiho 

nacli 

mit «, V, w 

multipliciren 

lud 

ilfum 1 

inidir 

on, HO orgiobt sii 

ih naob dor Bezeichnung [§. 145 

1)1, 

wonn 

wir 







1) 




fa 


l 1)2 

1 ■ 10'^ 


■cte* 

ni: 








*ij 

1 df’- 
'i d t 

! 

X It 

Er 

Xw 

" — 

If dp . 

“ ( i h V 

Q \ dx 

dp , dp\ 
^■4-10-^ ]■ 

oy ' d 0 / 


I«t V 

dio 

Krilftid'unctioii, i 

dio wir ak blosso 

Function des 

drto 

« vomwwotouK 

also d 

r ril 


BO kt 






(' V 

r - 

... 







t S' 


Clf 

OS 


und 

dahor 

niM'li 

i ri) 






m 

d ( 

» f'l 

d i 




' r ))) 

U 

, Ox 

L j; ^ ID 

' dy 

8 A 
ds) 


Ei sin ntni dm cin howegtOB MasHorioloment iitid dt doe von 
ihm orfiillte Volurntri, also 


(4) dm—' Qdt. 

E *4 ini dwin dm von «lor Zoit unabhangig, dt abor mit der 
Ziilt wriindorlirh. Wir miiitipliciron dio (Heichung (8) mit dm 
und integrinm iibur tdnen boliebigen Tlieil m der bewegten 
dar i»i Angftddb'k / den Raum t einnimmt. 

Ks i«t dttfin t dnreh ©ino an Gestalt und Lage mit der Zeit 
vorwiditrlicliiJ Fliitdie 0 begrenit, deron Elemente wir mit do be- 
zeieliiiois. 

L llmykiffti, Thfory of Sfmntl. ?ol 11, p. 41. 



■ >:; ; ■ ‘A a 


>> l/vli ‘.III «la!.i4 . it \h 


i« »I'k’Jel*! “li li a’a*^ 


I it I I _ 


aipi fiir rrriilr <viu^ sih-M\::4vir;,kr, L j.1^,,3, liurcli ^* 


iiiiiftiriiiet!. 11 % i*rp»'l*i »,■ 

>1 till* Itarll lljljt'fi j»t-r5r},!a-!r \ 

« 1 »* t'>»!ll|«ila'l 4 !#’' th‘T 


t J f -I 


'.-fa aJi %%'w|iri| 

‘^' ■“■■’ 1 3* lll»-|it fil0 fUil 




K% ihl nl»‘r tii 


iifi<l ifrtlier i4af|i ili 


I* fill |l <i f 


iiri<i n'rtift wir mil 


'ir. il ?f f 


is 11 iw vtlii *i*'r 




(f| 

» i»lft «tti iij 
( 10 ) 
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tt liUJt I ntii di«‘ Nttniiaicomponeuto tier Verschiebung des 
litfN da mi 7.»'it«‘l<‘nu'iit dt binbrntct, so ist Cdt die Ar- 
1 ON niif tii«* nbi‘rfUu;he 0 vim m wirkenden Druckes im 

iii. 

sirb {a| /} «li«* jiiiHHfjro Knorgio dor Gasrnasse w, die 

iisauiimniHii't'/.t iius iUt kiuotischori Enorgio 

J i 

[er pd f «'ii t i (‘1 lo 11 K11 or gif* dor ilusseron Volumkrilfte, 

I rdm. 

*<‘/f*ir!ni<‘!« /*' aK fiit* in no re Enorgio dor Gasmasse m. 
sitblilivo (btimljiiito bloibt naoh dor Dolinition (7), (8) von J5 
willkiirlirb. ihinn int naoh flO) die Vermehrung d(A~j-J3) 
0 *HnmmUm iniion‘n und iiiiKMoren Knorgio gloich der Arbeit 
<iii‘ Gbarflarho wirkondon Druokos. 

Ill wir dioHO liotraobtungoji auf jodou Massontboil w, also 
suit rill MaNNonidoniont amvoiuUm kuniuui, so ist t(Q) die 
lio .Miwhoiioinlioil lifroohijoto iiinoro Knorgie des Gases, 
Inti nnr oiiio Fiiiiotitiii von g ist, 

Winin diM Iltiylo’Hohi* (loiote y(y) r-t gilt, so ist 

tiff) aalog^ 

l«‘i tloiri l*«ti«fmii’wbt‘n (ioioUo (p(ff) “ orgiobt sich 



Suth clow (Imgvmjtmi ||. 142 (d|) ist, worm T die absolute 

|M-ratiir Iwabnttol : 

Eff T, 

tinter dpr I’«iii‘4*<tHriiolp‘n Annahrno 

„8^l. f 

ftilglirli itirli (12| 



Em lit filw liirr f(f) wit der im Massenelemcmt dm im 
I li*-‘rricti0i»d©n iilswduten Temperatur proportional, 
kiiiiii (da kiiine Wimie duroh Leitung iiacb ausson ver- 
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loroii geht) als die in der Masseneinheit entlialterie Warme- 
menge bezeiclinet werden. 

Lassen wir das Boyle’sche Gesetz gelten, nelimen also 
constante Temperatur an, so mlissen wir annehmen, class die in 
der Masse m erzengte innere Energie djB durch. Warmeleitung 
nach anssen abgeleitet werde. 

Welche Annahme wir aber aiicb maclien mdgen, immer wird, 
da (p (q) wesentlicb positiv ist, i) {q) mit wachsendem p wachsen, 
und es folgt also, dass, wenn ein Massenelement von kleinerer 
zn grosserer Dichtigkeit iibergelit, also bei der Verdicktung, seine 
innere Energie wachst, wahrend umgekehrt beim Uebergange von 
grosserer zu kleinerer Dichtigkeit, also bei der Verdlinnung, die 
innere Energie abnimmt. 

Zu erwahnen ist aber noch, dass die Anwendbarkeit des 
Gauss’schen Integralsatzes und damit also die Giiltigkeit der 
Formel (10) die Stetigkeit von Geschwin digkeit und 
Druck im Inneren des Raumes r voranssetzt. • 


§. 179. 

Energieverlust durch Stdsse, 

Wir kdnnen die Energie eines Massenelementes der he- 
wegten Gasmasse noch auf eine zweite Art berechnen. 

Setzen wir 

(1) 

SO lassen sich die Differentialgleichungen eines Fliissigheitetheil- 
chens nacli §. 144 (1) so darstellen: 

( 2 ) ^ = 

^ dx' dP ~ dy ' dP~ d 0 ' 

und es bewegt sich also das Flussigkeitstheilchen dm nach den- 
selben Gesetzen, wie ein materieller Punkt unter dem Einfluss 
einer Kraft, deren Componenten dVJdx, dV^ldy, dVjd 0 sind. 

Die Kraftefunction ist beim stationaren Zustande 
von der Zeit unabhangig, und es gilt daher der Satz von cler 
Erhaltung der Energie fiir das einzelne Massentheilcben (Bd, I, 
§. 120), d. h. es ist, wenn wir 
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M '!'■ - I’l - - - r-f- 

Q 

mu von ii«*r Zcit unnl)hiiugi{(. luir don niclit stationiiren 
tsuui iiiU’h 145 (Ij 


r/r. 

til 

1 !•» ist, dll 


V 


■w 


dV, 


f z, , f jK 

i n ■■ 4. » r »~i 

(I ('J' ' cy ' 

1' nicht oxidifito von / abhangt, nacli (1) 


f til 

( ( } Q Q dt 


Wrnij wir jiImj di«* (ilokhungcn (2) init t;,'io multiplicireii 
1 nildir»*u. hu orgi»*lit wonii wiedor lo^ 

u*t7,t wil'd: 


1 _ dlj _ dV, , Bj) 

'i fiI dt f t (IT ' a 'at 


tl folglirli 
) 


d W 1 Ir ji 

d i (j 


Wir ln^widint^ti als din (lesammtonergie des Ele- 

:*ritc» d m, Hl«* Mdi:t hirli zniammon aus dor ausseren Enorgie 
[!'( Ejilw, di*r iritirffu Eiiergio i^(Q)dm und dnem weiteren 
atfiiidtliiil lidt. Ili<* VorgruMormig dieger Energie im Zeit- 
eriioiit lit i»t nacis (5) gleicdi der Arbeit 


dm rd> ,. , . 

.V, dt r-~T; at^p. 

p ft 

firin Jp V ©rnndiriing des Drur.kos bedeutet, niolit wie sie 

i dprii Midbil, sondorn wis sie am Orte, wo aich 

it« Kbaiieiit gi*md** Iwsfiiidet, eintritt 

Im Allgriiirifittii »rici<dit die Formed (6) durcb Integration 

«.«.-Jil?'**’ 

iiid iiferdtirrli hi itlto dir Satz von dir Erbaltiing der 
'Intirgi© df8 Klefn«nte» dm ansgedrilokt. Das Integral 
mcli der Zidt ift lifer to zu tewtehen, dass in der Function 
)ji/f dl dici Coordifiatfri y, m dw Massenelementes dm als 
?"ttnctioii«n fon t iripieliin werden. 
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§. m. 


Die Form el (6) ist aber nur unter der Voraussetzung ricbtig. 
class die Ftmction @ keine sprungweise Aenderung erfalirt. 
Wenn aber dm im Verlaufe der Bewegung eine Unstetigkeite> 
tlacbe passirt, in der U und q eine plotzlicbe Werthanderaag 
erleiden, dann muss zu der Formel (6) noch eine Ergauzuuf 
hinzutreten. Die Function, die auf der rechten Seite von (4) 
unter dem Integralzeichen stebt, ist zwar dann gleicbfalls un- 
stetig; das Integral selbst aber andert sicb trotzdem stetig. Auf 
der linken Seite aber erbalten wir einen Zusatz, und es ergiebt 
sich, wenn ©j, 0^ die Werthe von 0 unmittelbar vor und nach 
dem Eintritt in die Unstetigkeitsfiacbe bedeuten: 

t 

(7) ® - ®„ + (®i — = f i dt. 

J Q OQ 
is 

Es tritt also durch die Unstetigkeit ein Energieverlust 
von der Grdsse ^0 — 0-^ — @2 wofllr wir, da V eiw 

stetige Function des Ortes ist, nacb (3) aucb setzen konnen: 

(8) = |(»? - Ul) + - * fe) + 

Qi 9% 

Es ist ein allgemeines Gesetz der Meclianik (Satz von Oar- 
not), class bei einem mecbanischen Systeme, bei dem durch die 
Bedingungen des Systems eine plotzlicbe Aenderung der Ge- 
schwindigkeit notbwendig ist, immer ein Verlust an Energie ein¬ 
tritt. Vorausgesetzt ist dabei, dass die Systembedingungen selbst 
nicbt von der Zeit abbangig sind, well diese sonst als Energie- 
quellen wirken warden. Wenn beispielsweise ein starrer (un- 
elastiscber) Korper auf eine feststebende starre Unterlage auf- 
fallt und da zur Buhe kommt, so wird seine ganze lebendige 
Kraft vernicbtet. Hat aber die Unterlage eine gegebene Be¬ 
wegung, so kann selbst ein rubender Korper durcb sie in Be¬ 
wegung gesetzt und ihm so Energie mitgetheilt werden. 

Um nun diese Betracbtungen auf den von Riemann untar- 
suchten Fall der Bewegung eines Gases anzuwenden (§. 1T5)» 
miissen wir zunacbst die Moglicbkeit ausscbliessen, dass die Ua- 
stetigkeitsfiacbe selbst als Energiequelle wirkt. Wir erreioban 
dies dadurcb, dass wir der ganzen Gasmasse eine solcbe Be¬ 
wegung' ertbeilen, dass die Unstetigkeitsflache wenigstens in dam. 
Augenblick die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Null hat, in dam 
das Theilcben d m iiber diese Stelle hinweggebt, und dies komint 
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atif luiuiu% ihi^H wir ati Stclh- dar abHoluten Gescliwincligkeit 
i-H (bistlanlrUtass ili«* ndativt* (Jpsdiwindigkoit v = u~d^jdt 
(.11 i\lv riihtrligktdtHtldrlH' H0t7,en. Der Euergicvcrlust ist dann 


fiir dvn v orw.-iriHschrcitoudcii Stoss: 


;i'; . n) ■ v(<-,)I-_£i£L) 

^‘2 Ql ’ 

) inid fur d«*ii ritckwartHschroitoudcn Stoss: 

./w * (d r|} ‘ 

Ql 92 

riu Jt'tzf di«‘ ludin-h 1. 2 sicb auf dio Stello | — 0 und 
I U 

ludrfu ttir iHiit (‘iiihcitlioh fortwanderndon Unstetig- 

tshluHH ftuiii‘iiiiif'11, wir in dor orston dieser Formeln 

' r/, r| diJ" Wcrtln* huh 175 (7) und orhaltou fiir den vor- 

rlHHrhridtf'iidfui Slfiss: 


[| 


14 


Vi ih 92 

liiin\ ilia l‘«is«un’Hf.ho Ainmhmo 


( P (9i ) 
^ 9i 


i) 


(cO 



-1 

1 


vi-rfuigaii, iiiiH ili'r «Mii} db? orituproriumdon llesultato fur das 
sylid4c*l!f iltirrlt diui Onmsiuborgang k = 1 erhalten 

mu. Am fill tu’Miidil sirli thirch Substitution von (.12) 






Pdild, - i4) 




, k—l) 


Cb 9i 


id wriiii «ir /.«r Vurrinliwditing 


BJ 

t»i * 

^ 9i 



,4) ./w 

f 

l)(l ^ 

- A**) 

/e — 1 , 

wir 

Fill lA * 

. IHl 

X*) . 

k 

- A'^-i) 

> 1 


j iit 





496 


Z weiuudzwanzigster Abschnitt. 


F{1) 
dl^F' (A) 
0 X 


A-2[(/^ -]- 1)A^ — 7cA'^ + i 

I [I -f- — 1). 


Lassen wir I von 0 bis 1 gehen, so bleibt der letztere Am** 
druck positiv; es wachst also X^F'{X) mit X nnd da F' (1) — ** 
ist, so bleibt F'{X) in diesem Intervall negativ nnd F{X) nirnmt 
mit wachsendem X ab. Da mm i^(l) = 0 ist, so folgt, da» 
F{X) in dem Intervall 0 < A < 1 positiv bleibt. 

Daraus folgt, dass der Ansdrnck ^ ® positiv ist, wenn 

(15) p2 < 9l 

ist; nnd da der Ansdrnck (11) fiir zl® sein Zeichen wechselt, wenn ^ 
mit vertanscht wird, so ware z/ ® negativ, wenn ^3 > pj warn. 

Es ist also in dem Falle (9) der Verlust an Energie nsr 
dann positiv, wenn c ist, d. h. bei einem Verdicbtnngs- 
stosse. Ein Verdiinnungsstoss wiirde mit Energiegewinn ver- 
bunden sein, der nacb dem Cariiot’scben Satze bier nicbt ei®- 
treten kann. Das Gleiclie ergiebt sicb fiir den Fall (10), d. b. fir 
einen riickwartsscbreitenden Stoss. 

Damit stebt im besten Einklang, dass wir im §, 177 
Falle dnrch die Annahme von Verdicbtnngsstdssen erlediges 
konnten. Verdiinnnngsstbsse kdnnen zwar den allgemeinen Diflfe- 
rentialgleiclinngen genugen, es giebt aber fur diese Falle nock 
eine zweite Ldsung, bei der keine Unstetigkeit vorkommt, uni 
die mit dem Gesetze der Energie nicbt im Widerspruch steht. 


Das Beispiel von Rayleigh. 

Lprd Rayleigh ist bei seinem Einwand gegen die Rie- 
mann’scbe Theorie der Verdichtnngsstosse von einem Beispirf 
ausgegangen, bei dem der Znstand der Gasmasse stationar ist- 
Nehmen' wir an, dass bei einer festen Ebene a: = $ m 
einer unendlicb ausgedehnten Gasmasse die constanten Wertbt 
von Geschwindigkeit nnd Dichtigkeit 


^>1 fiir rr <; I, 
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zus, amenstossen, so sitid zunactist die allgemeinen Differential- 
glei lungen §. 174 (4) in der ganzen Masse befriedigt, und um 
aiic den Riemann’schen Bedingungen fiir die Unstetigkeits- 
stel [§. 1'75 (8)] zu geniigen, liaben wir 

__ _ 1/ — qp(g2) 

( 1 ) ^ ^ _ 

n, = 1 / 

f ?2 Qi Qi 

zu 3tzen, und hieraus folgt nocb 

Ql ^1 -- ^2 

G-eben wir der Quadratwurzel das positive Zeicben, so fliesst 
dai Gas in der Ricbtung der abnehmenden x, und wir haben bei 
cc - I einen zwar absolut ruhenden, relativ zur Gasmasse aber 
voi artsschreitenden Stoss, der ein Verdicbtungsstoss ist, 
we 1 ^1 i> ^>2 isb 

Wir wollen nun eine Gassaule t vom Querscbnitt co be- 
tra iten, die ini Augenblick t von nach x^ reicbt, die ein 
Sti k der Unstetigkeitsflacbe entbalt. Dann ist 

iCi < ^ < :»2- 

Aondern sicli x^ und x^ im Zeitelement dt um dXi^ dx^^ 
so 3t 

^3' dxi ■= Wi dt^ dx2 — u^dt 

■un wegcn (2) ist 

/4' — CO Q-^dxi ■= — coQidx^ = 

di in dor Zeit dt durch jede der teiden EndlUclien 
V( 1 r und folglieli auch duroh die UnstetigkeitsfUche 

hi durohgedrangte Gasmaese 

Fur dieso Gaseaule pollen mr nun each 178 die e 

lx 'ohiien Wir zerlegen r zu diesem Zwecke in zwei Tliei e 
i r,: «« aass r/™n .. bis I, 

V/] von auBseron Kraften abselien, so is 
o (8), (9) folgt, da rr. bei r = % den Werth bei 

X “ x-i den Werth — bat; 

(t A = |Mf Cl « - *i)“ + 5*^' 

(6 7; = c, tiiCcOd — *i)® + ’ 

0 C'= g>(cibi® ~ (?«)“>“• 

Hioraus aber erhSH roan naoh (3) und (4) 

Ilexnann-Wolier. I'artloUe Differentialgleichungen. 1 . 
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d{A + B)^ — ul) 4 - ^(^>0 — 

odt = d^(sM-'pSsi)). 

\ ^>2 / 

Es ist also die Differenz diA ^ B) - Celt nicht gleid 
Null, wie es nach §. 178 (10) sein miisste, sondern gleich 

dfi -tp (qi) — Ip (Q'i) 4- ’ 

und dies ist nach §. 179 (9) 'gleich — d/xz/ Wir haben aim 
an Stelle der Formel §. 178 (10) 

^ d {A -\r B) I d ^ ^ 

8 ) . 0= +7n^®’ 


d. h. durch die Arbeit C des ausseren Druckes liiuss nicht nm 
die Zunahme der Energie A^B, sondern auch noch dtr 
Energieverlust an der Stossstelle gedeckt werden. 

Wir kdnnen uns den Vorgang, wie wir ihn hier voraussetzm. 
auch hei einer endlichen Gasmasse erhalten denken, wenn mr 
die Saule t in eine Rohre einschliessen, die bei Xi und durck 
zwei Stempel ahgeschlossen ist, die sich mit den Geschwindig- 
keiten Wi, % hewegen. Hat die so abgeschlossene Gasmasse m 
einem Augenblick den hier angenommenen, durch die constantea 
Werthe Wi, pi, pa charakterisirten Bewegungszustand, daam 
bleibt dieser Zustand erhalten. Der Energieverlust muss durA 
die Krafte wieder ersetzt werden, durch die die Bewegung dw 
Stempel erhalten wird. 

Wollten wir aher Verdiinnungsstosse annehmen, so wurf# 
eine Maschine, wie die hier heschriebene, im Stande sein, Ener^- 
nach aussen abzugehen, was im Widerspruch mit dem Satze 
der Erhaltung der Energie steht. 

Der Bewegungsvorgang unseres Gases ist hier nicHt nj»- 
kehrhar. Denken wir uns in einem Augenblick alle Geschwindig- 
keiten in die entgegengesetzten verwandelt, so wird die Bewegm^ 
nicht in derselben Weise zuriickgehen, wie sie vorwarts gegangm 
ist, sondern die Unstetigkeitsstelle wird sich sofort aufldsen urf 
eine Yerdiinnungswelle ergeben, wie wir in §. 177 geseh» 
haben. 

Es steht hiernach die Riemann’sche Theorie d«r 
Verdichtungsstosse im vollkommenen Einklang mit dem 
Gesetze der Energie. 



I»rt'i«iitb.wtni7.igstt'r AbHohnitt. 

uftsohwinifungen von endliohier Amplitude. 


t 181 . 

ilrkfuliriing |»iirti»H<*r Difforentialgloichungen erster 
C^rtlritiiig Jittf liiieare (Heichungon. 


IHf lnt*'’grf4ti«ti ilf*» Prt»Wwni cler Luftechwingungen, die 
maun bat. limilit «if der Mdgliclikeit, die Dift'e- 

ialglfirhutigwi 174 C4| auf lineare (Heiohutigen zuriick- 
brin, tttid im ik‘li alstit auch bier wieder, dass alle 

^ri* Mfttiwwitii fi«*r lat««gmtbn particdlor Difforontialgleicbungen 
li«l lifiitarpii Cil^irlitiiigpn Erfolg Imben. 

Wir wfillpii }ii*T 4b M«»glifhk«it dieier 21urliokfllhruBg etwas 
rriirtanu wolmi tlob dk tlmche orgeben wird, wes- 
> title Veriillgpffieitieruiig diwat Verfabreus bis jetzt nicht 
gefllbrt li*t. 

Wir wclitiieti an, •§ wdiii Ui^ % zwd gesuebte Funotionen 
ttnaWiingigea VarlaWtw «|, md zu ibrer Bestimmung 
B iwei lliiein* iitifi hiimogiwii tllekbttagen zwisohen den vier 

d«IIf*a Alileitimgeti ^n/ix gfgeben 


f^ii, 

rx,’ 

I- 

r fi 


4^ 

i r* 


rij*. 


4 14 

I 

* ^ 14 


4» f/^ 




+ till 


dSCg 


0 , 

0 . 
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DreiuHclzwanzigster Abschuitt. 


§, Ifel 


gebene Functionen der vier Variablen sind. !>fe 

Eigenschaft linearer Differentialgleichungen, die fiir die Integral- 
tion so besonders forderlich ist, dass man namlich aus particB* 
laren Integralen durch Addition allgemeinere zusammenseteet; 
kann, haben sie aber nur dann, wenn die Coefficienten C/j, 
nur von den Variablen abhangen, und wir neniies 

sie also nur dann linear im engeren Sinne, in dem. wir di«« 
Wort bisher meist gebraucht baben. 

Nun lassen sich. die Gleichungen (1) aber auf solcbt 
lineare Gleichungen im engeren Sinne auch dann noci, 
zuriickfuliren, wenn die Coefficienten C/j, C/f, . . . nar 
von den Variablen %, nicht von den x^ abhanges. 
und in diesem Falle befinden sich die Diff'erentialgleichung« 
§. 174 (4). Die Zuriickfiihrung beruht einfach auf der Ver- 
tauschung der abhangigen und unabhangigen Variablen. Es iM 
namlich 


du-^ ■= dx^ 4 - 
dx^ ^ ‘ 

d ih =■ I” dx^ H- 


dX2 

dx^ 


dx^^ 
d x^ ^ 


und durch Auflosuiig dieser in Bezug auf dx^^ dx^ lineairem 
Gleichungen erhalt man, wenn man 


dill du.2 
dxi dx2 


0 dU) 

0 aSi 0 J'2 


setzt: 


( 2 ) 


Jdx-j^ = 

Jdx2 ~ 
Daraus ergiebt sich 


d 


dxo 


du^^ 


0^2 

0 1 I 0 Ui , 


( 3 ) 


J ^^1 __ 

0^2 

/} - 

0 

dU] 

03^2 ’ 


0^2 

^ ^^2 _ 

0 

^ ^ — 

_ 

dui 

0 X-i 

0 'Z'i'2 

dxi 


Substituirt man die hieraus folgenden Werthe der Difteren^^ 
quotienten du/dx in die Differentialgleichungen (1), so lasst 
der Factor ^ wegheben und man erhalt 


t «• t j ff r A Ji I SI n « ?, u 81 a lul. 
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■ * 

* f «, 

[!. Idli 

4- 


f .r^ 

” f 

*., r 

( ^ - —v, 

f Us 

4~ 

df6. 


Miul unu .lii. «„ U, ,li,. unabhilngigen Varial.lDii und 
... >»'ch der VorauBBetang auch 

^■■ul 0 u I , i ' mir von abliangen, so sind die 

dndmiiKoii linear im wigeren Sinne, und dies ist der 
u Un-«!:u»ii iiitegrirten (lleichmigen. 

iibfr nv^Hvlu tliiHH (Hoser Wog nic.lit zum Ziele 
ihv Aii/ithl tior aUhiingigwi uiul der unabhangigen 
ak 2 int. weil danu auf der rechten Seite der 
r li.-ii Formelfi (2j. (B| analog smd, nicht mehr ein- 

sondern gewisso aus 

doll* Poti'riiiiiiantcn anftndon. 


182 . 

Hti*tiger Anfang855u«tand. 

tligeiiiPimii rritirinien wondim wir nun auf den be- 
.11 th<r Ihi'ferMiiiiilglfiiahungen der Luftschwingungen 
fciidi djiiin ergoheii, eirid aber nur so 
itk *lf»r Ztifttetid dfi Gases in Bezug auf Ge- 
it Mini Hielitigkdt kt. 14 orgebon sich zwar 

lEidriwtj fiir fill* Kiiitretin ron Unstetigkoiten, und 
geltefi dmiti ilift G«tw! flir (lie Fortpflanzung der 
ell, »!n^ in ilor DifforentWgleiobung §. 176 (8) 
Altrr dip Aufitellung dieser Diiferential- 

ilriio »*«! ilami itioRlicli wiin, wann diese Probleme 
i**r Foiiii gpldiit wtoin. I)|«e Differantialgloiohung 
will* piiirr GritiiWingnrig, flir die aber der Ort der 
lirlil %■«« giigi’ben ist, sondern selbst zu 

niilpii lifw lYolilifiis gibSrt Hier kdnnen wir nur 
lui ilwian dti Beiipiol des §. 177 
i liiirFi Hit. I, 100, 101), die lAung finden. 
tl«if ww biihi*r, p =s ^(p) das Gesetz der Ab- 
Im Itrtick« ftiii dsr Dielitigkeit y, und 

/Cfl ss f |V(p}dlogs». 
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Dreiundzwanzigster Abschnitt. 


§. 182 . 


Wir fiihren mit Riemann die beiden neuen Variablea r, s 
ein durch die Gleichungen: 

2r, /(p) = r + s 

/(q) — u 2 s. U = r — s. 

Der in §. 176 discutirte besondere Fall tritt ein, wenn in 
einem Gebiete der Variablen x., t eine der beiden Functionen 
r, s constant ist. 

Die Anfangswerthe Wo, nehmen wir als gegebene Func- 
tioneii von x an. Es sind daher anch die Anfangswerthe n, Sq 
gegebene Functionen von x und wenn wir also znr Veranschau- 
lichung die Werthe von r und s als rechtwinklige Goordinaten in 
einer Hiilfsebene betrachten, so wird der Anfangszustand durch eine 
in der rs-Ebene gelegene gegebene Curve C dargestellt, deren 
Goordinaten als Functionen der einen Variablen x gegeben sind. 

Aus (2) sind/(()) und m, und, weil f{qi) eine mit p wacli- 
sende Function ist, aucli u und q selbst eindeutig durch r und s 
bestimmt. Die Curve C. die den Anfangszustand reprasentirt, 
wird also nur dann zweimal durch denselben Punkt gehen, wenn 
Wo und ^0 beide zugleich fiir zwei verschiedene Werthe von x 
denselben Werth annehmen. 

Es sind nun zunachst aus den allgemeinen Differential- 
gleichungen §. 174 (4): 


(3) 


du . du 

8T + “8i = - 


<p'(q) 


dio g Q 
dx^~' 


9 log p , 9 log 9 u 

dt dx dx 


Differentialgleichungen fiir r und s abzuleiten. Es ergiebt sich 
aber aus (1) und (2) 


i<p' (q) 

icp'ig) 


91ogp I 9w 
dx ' dx' 
9 log ^ I d w 


]/cp' (q) 


9 log q du 
dx Wx' 
9 log p 0 w 
^dt" dt’ 


und wenn man die zweite Gleichung (3) mit yg)'(p) multiplicirt 
und zur ersten addirt oder von ihr subtrahirt, so folgt nach (4): 





*• U I*«<r A li 1 aiigB-/.ustand. 
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lirr.'iUH rr|*i«‘}<t hjrh 


df - ' L/.r = 

f ^ ^ 

■ (“ * y/((>)) <iii, 

\dx 
( .* * 

u — y 9 i'(p))(rt|. 


•ju iniii' kliiv Aii.rliiiuuug m gewirmoii, donkeii wir ims 
l«»ii Augsijldirk r uiisl k nls I'uuctionen von x und t be¬ 
at liiid ^ i„ tier .rf-Kbwic auf dor a;-Axe eine 

«it i« «lrr »lii- Id&mitiJihjnotionton drjdx und dso/dx 
u XtdrltriiWfrliw*! |}ali{*ii; wir W(»llou hoiapielswoiso annehmen, 
lang'^ tifl 


ii%« r.., vuit m fi wiidwt, wElirend abnimmt. 
l)|» 

r ■' vumL 

iittf* ill ilpf j-l-EiM'ni (Jumi ckr, und nach (6) ist 

I C’'!ir¥r 

fl I ' l« I ipHpl)dl^ (ig =s 2 ^ (p'{Q)dt^ 

pliiuw ml fur Curt** b *-?; coiiit. 

rfi Im I i'ME fir ™ ~ 2~ 

|lrtn:l}ratilc**}i *ir liiiwfi* B»lm<;|itung auf ein Fkohenstlick, 
f r t j’ * » f X fim Mull fpiichieden dnd, so zeigt 
a«« 1 7 1 , 1 . 8 1, wptm wir it poiitiv nelimen, s auf 

[‘iirvi* r ■ **rinii, iiii»i r mf i|tr Cunt i sss ooiiit abnelinien, 
itigli’ii’ti *lp» Cfkirluittpin (H), (9), dass das Verbaltniss 

riE il. It. till* t’liiiiiigrtili* tl« Kidgunpwinkels dor Curven- 
awiC «li«« j-'Atin in mmm Puiikte auf dor Curve 

rwiiwL gr«i*««’r i*t. nk nuf ifpr dumb denwlban Punkt gehenden 
•« f r- rtiiiii, E» kwiti keln© Berlihrang dieser beiden 
wt /ittlifti wir alw din Cuma r s= const, und 

rsiitit t«»n jttilitiis Bniikte cl«r Htwokt aus, so erhalten 
i«r« Ottrt*^iwrlfiiar«ii, 4t« swh in dir Wiise durcbsohneiden, 
m im Fig. il f». f. S.) und dl© lustmmen ein Dreieck 
btfulii ill a, ^ i»i«iig©ndgn Siiten die G-leicbungen 
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Dreiundzwanzigster Absehnitt. 


(10) r = r\ ' s = s' 

haben mogen, worin r' der Werth von in «, s' der Worth vcj& 
So in jS ist. 

Dieses Dreieck konnen wir nun durch ein anderes Dreiecft 
in der rs-Ebene abbilden, bei dem die Linie 04/3 einem Stiick 

der Curve C entspricbt, und m 
^ ‘ dem die Curven 

r = const., s = const, 
durch gerade Linien, parallel 
den Coordinatenaxen, dargestellt 
werden, wie die Fig. 82 zeigt. 
A'"' Der Punkt | bat in dieser Figur 

die Coordinaten r', s'. Wenn man 
in der Fig. 81 die Strecke a ^ 
« i? weiter ausdebnt, so dass z. B. 

dso/dx sein Zeicben wecbselt, 
dann wurde die Curve G zwiscben « und /3 ein Maximum odra" 
Minimum haben (Fig. 83). Dann wird, wie wir nacbher nocla 

Fig. 82. Fig. 83. 





seben werden, im Allgemeinen die Integrationsmetbode, die wir 
anwenden wollen, versagen. 


§. 183. 

Einfubrung von r und s als unabhangige Variable. 

Die Riemann’sche Integrationsmetbode berubt auf der Eis- 
fubrung von r und s als unabhangige Variable. Um dies bequem 
auszufiibren, setzen wir zunacbst die Gleichungen §. 182 (6) i» 
die Form 
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fi r *.. 1 t« ^ \ cp't o)) /14' td {u (p' {q)) ) 

il s ' 1 d I .r i« '144) ^ 1 +’ ^(ti — V?^}))’ 

i: J" 

lli»» HinrtnaiMi K * ) 14 ~y9o'(ci) Bind nun nacli den 

tt r .. -,. j\ <ilog4» =• r 4' « 


t’niH’ticittfn v««n f wnd ;% ilawltdibni*, und es ist 

< n 


t u 

r r 


I,. 


f s 


1, 


I 


f i 




ds, 


, 5 •« i '/’i'." . '' '>«« ... 'iloR V9>''(9) 

, , i r (doge 

ill ilentidlii’ti Wwlli tiail c''| 

IliiirftKsli t**- _____ 

.. ■■"'US’' ‘)'‘'-('"sS'’+'>' 

III wiitiii ri»t* »» 01 und daun die Coefti- 

istofi wn d»\ .l/i aur lifidim Halten iiiaander gleioh setzt, so 
riffeti iicli dw tiw Clleioliungon i 


f I f I / IM 
f r I 

Cfi 


if I If 1^ 


i 4-i)| 

,j, .«» i ... 4 

|}g .. fHogc) / 

■!' I'P'Sr-')' 

Am f.ii . 

,-lr !« } iv'igtb! . i'\»- ('‘7V‘i''(c))‘l = o. 









J»II6 l*jr,. 'a I -J-r ^ ^ 

IH**"!* iilrH litlJil’ ItS'-.S^I 4 s--! 

|.< |« ' I ^ S|#}* , I i « I «#' I I* l|4?i 

djiS vullhfMiidi^!* Ihllt-r^-idial t-i}^«'r l’iii.r|i''ii %»«ia r nipi ■, |*,{^ 

tlass Wir WrlJli W3f I !IIlJ 1|«*|4 Will ir ie|®?I| 

koMiirJi. 


# 

J f ♦? • I l| 1 f # ; I ! 

» i 



.r I « I f ' ^ f 4 < J 


Ftir Fiiiirtiow «% dw* tiarls 4*"i l**’!ii 2 ‘iis*w i>iir 

C*SW* fulditiff C*i»Sl»»t:4lJi«* Iw’siliifniil o-rgtrhl mih fstll* lin** riugf 
ll»'r CtIl»trilllll|J**Ii ili| t*}W«' lllir.ife 1*1 I f «• f i» ti I $ £i 1 I|. ir Imiig. 
Jliiltjllfli li:«!i i4» 


{51 I *1 4 j I 

iiriti rnaij wrlialt atoi ati* |#s|(!*r lif* 
r ^ir i . il I .| '■ 

wl^r w^liii liiiifi ««r 

(B) . 


iffr. 


1 'i I 


(7) 


t re 


Sf 


Pt rntti m €nB9 f *«fi jl’io itcli 

fon r “I" i 4tt, m «» liiii «ii$# iiurjiiYi! 

wiitialfWclaiif mmU*r Orinmg f^ir di# iitil*<«l*iiiii# Fiftc* 

Urn m. 

Pttter iif»* II<1 ^ I#' t- l4«ti c11»*«4 ft* % fr I ^ i - »i«| i%i 


Fir li^ti 




f I 
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ivl .-Jit- - ' ' , '{r 4-«), 

dhgQ 2 ’ 

k -8 

m ’ ' , .. 

i I k 1 ^ 

Uurrli Kiiiltiiininn »l.‘r Function w mittelst (4) und (5) 
mm Jiiirli tiii* iiiddfn Clbjrhungen (2) cine einfaohere Ge- 

aii; 

I I wait; 

A'dr“*~ds7|’ 

I ^ * I'*" ^ , 1 

^ j 21 "^0sVr 

Dif*fp i#li‘‘irlitiiig«ii »*igPti» iliw ()rid3s utid ds/dx nicht ver- 

riiKiwi. «li« I)ifFi»ri*iitiitl«tm}ti6nten d^w/dr\ d^wfds^ end- 
tiiwi» anti tla«i # r..f*x mhr twffix unendlich werden, wenn die 
« culi'r di** tifittirrr ili^r b»itl«n (iMchungeu 

2 | f%|il ' f^OKf )\ 6 r ^ 0 s/ ‘ 

i ../!..«V <(>'(») , 1 U« “ 4 , 8 ^ 0 

^ /[dr^dfi/ 

rmiigt i«»t. Cfti‘iclittiig©n gftben die kritisohon Werthe 

I r tiiifl j. Hi dm yiittng ttnitcitig zvl warden anfangt. 

Ftir «i*-ii Aittaiii*ni*tfiiiii^ al» flir f « 0, erhUt man aus (4) 



il t»!i «5ii*l mUn fill lii’f f/dit biiden Differential- 

oliiiiii’ii f*#ti ir aU (Irlfftirictionia gegeben. 

tti il»i«i tr ll♦»%lilllmt, gfibtm die Gleiobungen (4) zwoi 
i«ir»lgl«*iriiimg#K cten tier Vatiablea x, i, (>, oder 

i, r, i Miti daitsii «iRil daiiit wwb die Gnrten r = const., 
riitiii. (lit «|t»r Fipir «1) lufttiwmt, 
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§. 184. 


§. 184. 

Integration der Differentialgleichnng. 


Die Differentialgleichung, iim deren 
handelt, ist 


( 1 ) 


dr ds 


— m 


dw 


4- 

dr ds / 


Integration es sich jetzt 

= 0 , 


mit den Nebenbedingungen, dass an der Curve (J 


( 2 ) 


dw 

dr 


dw 




ds 


gegebene Functionen der Stelle sind. Es ist daber auch w 
selbst auf der Curve C bis auf eine additive Constante gegeben. 

An dieser Differentialgleichung hat Riemann zuerst die 
Methode der Integration entwickelt, die wir schon friiher kennen 
gelernt und im §. 90 auf die Theorie der schwingenden Saite 
und im §. 121 auf die elektromagnetischen Schwingungen an- 
gewandt haben. Die im §. 121 (2) gegebene Form der Telegraphen- 
gleichung geht durch die Substitution 

i = a(s -j- r), cc = c{s — r) 
geradezu in die Glleichung (1) fiir ein constantes w, also fiir das 
Boyle’sche Cesetz, iiber. 

Wir wenden den Causs’schen Integralsatz in der Form an: 

11 (If + If) = 1 ^ 

worin JJ, F irgend welche stetige Functionen sein kbnnen, und 
das Doppelintegral sich auf irgend ein Flachenstiick der rs-Ebene, 
das Linienintegral auf der rechten Seite auf die Begrenzung 
dieses Flachenstiickes bezieht. ” 

Wir bezeichnen mit v eine einstweilen noch unbestimmte 
Function von r und s und setzen 

(4) V = v — V=: — w mvy 

Dadurch erhalten wir 






I SI! .1 ? i ‘t N*rt*ut.iftlg](>ichun.f?. 5Qg 

ttfi a'r ^ s*.r * f.‘t/i dui Ditteroutialgleicliung fest- 


» if ♦ » 

aita « 1 I UU*l ! .M. 

, i 

t I 

,|ir l*i«riii« ii.il 




!ii *l«-r riilii*r 

teg! «'li/tl!J|J’ •■|!4s'5i Hi*<'f|r|jti|iirk?» Mr- 
It wrrdrji ksiSir. Ill »l«’*4'4rli IlitllTllil 

Fun* li'suw’w ^J tiiiui, 

Ha%|ntr|irnl fiij rrslirrkpii wir jrUt 
riat k «, fi, i (Ftg. 

rriialt*’li. 4ii <1 f atif «| illul </.•» 









510 


Dreiundzwanzigster Abschnitt. 



S. 185. 


und wenn wir nun der Function v die Grenzbedingungen auf- 
erlegen: 

an oc|, d. h. liir r — r' 

(9) || mv — 0, 
an d. h. fiir s — s': 

( 10 ) 

im Punkt d. h. fiir r = r', s — s' 

( 11 ) = 1 , 

so kommt: 

^ 0 y 

( 12 ) = (vzo)a ~j- — mii^ds -\-io 

u 

Damit ist die Aufgabe auf die Bestimmung der B'unction v 
zuriickgeluhrt. Denn wenn v bestimmt ist, so ist durch die 

Formel (12) durch die Werthe dargestellt, die iv und dw/ds an 
der Curve C ha ben. 

Die Function d ist aber durch eine ganz ahnliche Differential- 
gleichung, wie w selbst [Gleichung (5)], bestimmt. Die Grenz- 
bedingungen fur v [(9), (10) und (11)] sind aber wesentlich ein- 
lacher, als die fiir w, da sie gar nichts mehr enthalten, was sich 
auf die Curve C bezieht. Es ist daher die Function v fiir alle 
moglichen Anfangszustande dieselbe. 


185. 


Bestimmung der Function v. 

Es bleibt uns also noch iibrig, die Function v zu bestimmen, 
die, wenn r > r'^ s s' ist, der Difi'erentialgleichung 

( 1 ) 


. dmv j dmv ^ 

-h ^-^=.0 


drds ' dr 
geniigt, mit den Grenzbedingungen 
dv , 

—h mv = 0 
os 


dv . 

8^ + “'' 


fiir r = r', 

0 fiir s — s', 

1 fiir r = r', s = s'. 




(2) 




§. 1 6 . 


Bestimmung der Function v. 


"Wir betracliten die beiden speciellen Falle: 
a) m ~ — (Boyle’scbes Gesetz) 

_ “j_3 j 

”* ~ •i(kZrTf'(yj^ s) ~ « (^“‘sson’sches Gesetz), 

we- .n "wir zur Abklirzung 

. _ /c — 3 1 1 

— 2(^-1) “2 f=t:’ 


(4:^ r -j- s = <> 

sel sen. Immer ist m eine Function von 6 allein. 

Die Function m hangt allein von q, also nach §. 182 (2) nur 
VO L ab. 

Um die Bedingungen fiir die Function v zu vereinfachcn, 
se zen wir 


(6 V ~ V, 

w< rin V eine noch naher zu bestimmende Function von r und s 
iS’ Fubren wir diese Annahme in die Grenzbedingungen (2) 
ei i, so erhalten wir 

dV./ I 9 A rr r- / 

-A- w 4- K = 0 lur r = r', 
os ' \ 'os/ 

F = 0 fiir s = s'. 

dr ' \ ' dr/ 

Wenn wir also 


^ — I m&a 

V ■= — v = e F 

a> 

8 >tzen, so werden diese beiden Bedingungen einfacb; 

(A ^ ^ 0 fiir r = r'i ~~ == 0 fiir s = s', 

1 nd zugleich ist F = 1 fiir (J = e', wenn wir 0' = r' s 
* atzen. 

Die Bedingungen (2) reduciren sich also nach (7) darauf 
( 7) dass V constant gleich 1 sein soli an den bei 

den Schenkeln des Winkels 
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Wir haben nocb aiis der Differentialgleichung (1) durch die 
Substitution (6) eine Gleicbung fiir V abzuleiten, und die ein- 
fache Rechnung ergiebt: 


7 + (' 


Diese Gleicbung soli nun fiir das Innere des Quadranten oe^|3, 
d. h. fiir 

r > r', s > s' 

so integrirt werden, dass sie an der Grenze dieses Gebietes den 
constanten Werth 1 erhalt. 

Wir wollen eine neue Variable ^ durch die Gleicbung ein- 
fiibren: 

(9) 0 ^ ^(s — s') (r — r'), 

worin fi eine nocb zu bestimmende Function von o ist. Die 
Function ^ ist fiir r = / und fiir s = s', also an der Grenze 
des Gebietes = 0, und hat im Inneren des Gebietes das Vor- 
zeichen von ft. Nacb (6) und (7) ist also so zu be- 
stimmen, dass es fiir .^ = 0 den constanten Wertb 1 erhalt 
Wir macben den Versucb, der Differentialgleichung (8) durch 
eine Function V von 0 allein zu geniigen. Wenn wir unter 
dieser Voraussetzung die Differentialquotienten nacb r und s 
bilden, so ergiebt sicb: 


dV ^ dV 

dr dlog^: 

d'^ r __ d^v 

dr 0s d\og^‘^ 


d V / d log fi , 
dlog 0 \ d (3 ' 

d^V /t? log ft 


d log ft 
d0 ^ 


dV d^ log ft 
dlo"^ dd^ 



und die Gleicbung (8) gebt also in folgende iiber: 

d^r /c^logft 1 \ /d!logft_^ \ 

c?log.^A d6 ^ r — rV \ d6 '^s — s'J 

+ 4iL F =. 0, 

' d\og0 d(5‘^ '\d6 ) 

Oder, indem man die beiden Klammern im ersten Gliede au8- 
multiplicirt und .^/ft fiir (r — r') (s—s') einfiibrt: 
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§. 186. 


(10 

B 

tion 1 
nisse 
von (3 
sind, ( 


( 11 ) 


wo dm 
( 12 ) 

iiberg' 

I 

sich’ c 
aber 
nach 
ist na 
tion T 
nar e 
sein. 
wenn 

I 

(13„) 


I 


so wi 

Eic 


d^V 
d log 
d V 


(^y+ 


d(S 


'd^ 

d(5 




/dm 


{(3~(5') 4- ^ 

7 = 0. 


' C^log^ ' \d 6 

!S gebt in eine lineare Differentialgleicbang fiir die Func- 
iiber, wenn man ft so bestimmen kann, dass die Verhalt- 
er Coefficienten der drei Glieder nur von nicht mehr 
ibhangig sind. Man erhalt so, wenn c, Ci, Ca Constanten 
e drei Bedingungen: 

(^2 log ft /dm 

rf 02 ^\£?(5 

/(^logfty /dm 

\ d6 ) 


du 

d(5 


(0 —0')-|-fA 


d0 


((3 — o') 
d6 




— w2 


dm 

d6 


— m2 


li (10) in 

d^V / , 

dl0g^2 “T 




+ c 


dV 

dlog.2f 


+ 7 = 


0 


it. 

Allgemeinen, d. b. fur eine beliebige Function m, lassen 
3 drei Gleicbungen (11) nicbt zugleich befriedigen, wobl 
iter den beiden Annabmen «), /3). Nebmen wir zunacbst 
em Boyle’scben Gesetz m constant (=— 1/2a) an, so 
li der dritten Gleichung (11) fi(0 — o') eine lineare Func- 
n 0 , und da nacb der zweiten Gleicbung (11) aucb log ft 
le lineare Function von 0 sein kann, so muss ft constant 
3iese Constante kann willkurlich genommen werden, und 
dr sie gleicb setzen, so ergiebt sich 

c — 0, Cj '•—^ 0, Cg -—• 1* 


ergiebt sicb also fiir 7 die Differentialgleicbung; 
1 d^V 


7=0, 
s') 


Z dlogz^ 

. _ —^0 (g 

■“ 4a2 

ihmen wir ferner nacb der Poisson’scben Annabme 


X 

m = ■—, 

0 ’ 

I 

ann-Weber, PartieUe Differentialgleiohungen. II, 33 
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§. 186. 


— — 


A 4- A2 
02 


und die zweite Gleichung (11) zeigt, dass ft mit einer Potenz 
von 6 proportional, also, wenn h und h Constanten sind, 

fi = 

Nach dieser Annahme geben die Gleichungen (11): 

h = c(A 4" 

= _ q (A 4- A2), 

&(J^ + 4^(d — o') 4- d] == —C 2 (A -}- A 2 ), 

aus deren letztea man schliesst, dass h = — 1 sein muss. Dann 
folgt, -wenn man noch b = — 1/6' setzt, was frei steht, 

l^_c(A4-A4 
1 = — 4" 

X = C 2 (A 4" ■^^)* 

Die Gleichung (12) giebt also nach Multiplication mit 
A 4 A2: 

. dlog2* (f “ 0 ~ 

« = _ (»--«•') (S-s' ) 

(r4s) (r'4-s') 

Die beiden Differentialgleichungen (13a) und (IS^ lassen 
sicb. explicite so darstellen: 


d'^V , dV 
z —- "4— — 

n, ' /i a 


v=o, 


( 14 ^) ^(1 4 * ^(1 4 “ 0 . 

Die erste dieser Gleichungen wird auf die PifiPerentiab. 
gleichung der Bessel’schen Function J [Bd. I, §. 69 (13)] 

dJ . j 

dx^~^xd^-^^=^ 

zuriickgefiihrt durch die Substitution 4.0 — — Sie hat also 
nur eine Losung, die fiir ^ = 0 endlich bleibt, und man erMlt 

(15a) y=y, ( L- ^0" (s ^ s')» 

„=0 (2a)2« I. §• 68 (1)]. 
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Das allgemeinere Kiemann’sche Beispiel. 

Die Gleichung (14^) stimmt mit der Differeritialgleichung der 
liypergeometrischen Reilie [§. 5 (6)]: 

^ = 0 

iiberein, wenn man 

OC = /l-|-l, /5 = — A, y — \ 

setzt. Audi diese Gleicbung bat nur eine Losung, die bei .? — Q 
endlich bleibt nnd man erhalt 

nnd biermit ist also die Integration vollendet. 


§. 186. 

Das allgemeinere Eiemann’scbe Beispiel. 

Wir betrachten jetzt den Fall, wo Gescbwindigkeit nnd 
Dichtigkeit zu Anfang nur in einem endlichen Bereicb (a, /3) 
variabel sind. Ausserhalb dieses Bereiches sollen beide Grossen 
constant aber zu beiden Seiten verscbieden sein. Es sei also, 
wenn Constanten sind, 

w — p = Pi fiir a: <; w, 

^ u == p = p 2 fiir a; > /3. 

In dem Intervall a <C. x a (i sollen m, p zu Anfang variabel 
sein und sicb in a und /3 stetig an die constanten Werthe pi, % 
und p 2 , U 2 anscbliessen. Wir setzen wie friiher 

( 2 ) 2r=/(p)-l-w 

^ ^ 2 s =/(p) — u 

und nebmen, wie in §. 182, an, dass r im Intervalle co^ wacbst, 
wabrend s abnimmt. ^ 

Dann muss < rj, Sj >> Ss, folglich nacb (2) 

/ON fiQi) H- </(p2) H- W 2 , 

>/(p2) — W 2 , 

also; 

Ui — Wa —/(Pi) < W3 — % 

sein, und wenn wir noch pi >■ pg, also / (pa) —/(pi) negativ an- 
nebmen, so stimmt diese Bedingung iiberein mit der, die wir 

33* 



ftir Fall II s«-. !»• a* 'a' 
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ukt V von g stattfinden, constant anf einer Geraden x/ rjjf 
t«?r dm Winkcl arc cotg(i* — '^cp\Q^. 

Dadun-li sind die Werthe von m, q so weit eindeutig "be- 
tnnit, als iiiclit vorscliiedene dioser geraden Linien jx-ft' od.er 


Fig. 85. 



v‘ t'inander Hchneideii, so langc also diese Linien keine En- 
lappcs babon. Dioso Envoloppon gobon Anlass zn Verdicbtungs- 
imscn, (Uo bicU nocU dor 'riicorio ont/iolien. 

liitor dun hior goinachton Voranssetzungon aber ist, wie wir 
lu»n hn §. 177 II goaobon babon, und tti<^d c: 

id in bulge, deaaen 

Il'i > Il'a > Il’a > 5 

:id die Linien (a 1), (^2), (Uvergken also, nnd wenn 

ir nucb annebmon, dasa u — y<]r/((?j von a bis | und u -f- Cq) 
»n I bi« (i steiig wiicbati), ao wordon sicli die Geraden 
tv') iiirgondH Hcbneiden imd die Wolkm werden also stetig ■a.nd 
er Differentialgleiebuiig gomilss vorlaufen. 

Wir irbalttm genuu den Fall §. 17711, wenn wir «/5 
ndUcb klein werden kason, und wir bekommen claher dasselle, 
logon wir time Unstetigkeitsebone annebmen Oder einen allmal- 
cihtm Febergang in einem scbmalen Gebiet. 

Die andemi mdgliobon Annabmen, die man an btelle^ von 
D mimn kann, fiihren aber zum Theil zu Unstetigkeitsstossen 


■) Hi,,. i.t, •.emu.ut,. for da. Boyle’.o^ Oosete eme lolge dar 
l,rlR«i Aonlhman, ».ch denan . vou « ta. S ^ von I bxn ? 

,0oh.t. Dann naoh darn Iloyle’aohen Ooiatae iat t.± Vd/ (e) - ’’ — 


■<? -he. 
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ilunuuni'Rwellen nadi aussen unci die Verdiclitungsstosse nacli 
iniuni, wi(! ch die Kigunm 86 uiul 87, die in der xt-’Ehene zu 
dcMikeu siiid, v(‘ninsc,liauUclien. Die Tlieorie giebt aber die Be- 
wcgung dcB (laBes niir so lango, bis die nack innen laufenden 
Wcdlon zuHiiminenstoKSon. Von da an iniisste man den augen- 
blieklicluni Zustand als einen ncnicn Anfangszustand betrachten 

b’ig. Bt). 



imd kcinnto, wenigHtcnis im zwoiton Falle, wo bei y eine Unstetig- 
n keit in Bozug auf die (ieHcdiwindigkoit eingetroten ist, in derselben 

Wcdse nocdi atwas weiter gcdiern 

bk laufon daim von y, d. h. von = 0 aus, zwei weitere 
*■ Venlichtunggstbase aus, dies man als die reflectirten der gegen 


Fig. 87. 



isinauder laufenden Stdita botraobten kaim. Von nun an laufen 
also nacth Jedor Heit© bin eine VerdVmnunpwolle und oin Ver- 
dichtungistosi, und dazwiseken tritt Gleichgewioht oin. Der 
VardirditimgsKtofiM kann die VordUnnungsWello einholen, und 
dann troten wioder neuo Verbiltnisse ein, die wir nickt weiter 
vttfffdffcin kciniien. Weniaer einfach liegen die Verhaltnisse in 
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•§. 187. 


Wenn wir die Geschwindigkeit u und die Schwankungen 
der Dichtigkeit q um einen mittleren Werth als unendlich 
kleine Grossen betrachten, so werden die Cotangenten in (6) §. 186 
alle nur unendlich wenig von i V <p'(Q o) abweichen, und es ist 
also c == y <p' (qq) als die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Lufb- 
■welle zu betrachten. Fiir das Boyle’sche Gesetz ergiebt dies 
den Werth c = a, wahrend man fiir das Poisson’sche Gesetz 

7i: — 1 

c = a po ^ 


erhalt. Um a zu eliminiren, wendet man das Gasgesetz an- 
[§• 142 (3)]: 

pv — IiT\ 


versteht man unter das Volumen der Masseneinheit, so ist 
^ also 


= BT 

und folglich 

(1) c = 

Nach Riemann’s Berechnung (Gesammelte Werke, Seite 158) 
stimmt dieser Ausdruck sehr gut mit den Beobachtungen iiber 
die Schallgeschwindigkeit in der Luft iiberein, 

Nimmt man 

I — 1,4101 

und fiir atmospharische Luft bei Null Grad Celsius 


= 783 750 000, 

so erhalt man aus (1) 

c = 332 44, 

also 332,44 Meter in der Secunde. 

Wir schliessen mit der historischen Bemerkung, dass die Zu- 
riickfiihrung der Differentialgleichung fiir die Luftschwingungen 
auf eine lineare Gleichung schon Ampere bekannt gewesen ist, 
Auf Seite 177 der zweiten Abhandlung iiber partielle Differential 
gleichungen im Journal de Tecole polytechnique (Cahier XVHI, 
t. XI, 1820) giebt er dazu einen Weg an, den wir im An¬ 
schluss an die von Riemann gebrauchte Bezeicbnung kurz so 
darstellen konnen. 

Wenn man unter Voraussetzung des Boyle’schen Gesetzss 


u 



a2logp = — 


1 ^ 

2 



( 2 ) 
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etzt, so reduciren sich die beiden Gleichungen §. 174 (4) auf 
lie eine 


_L 0 _?!jL 

dP~^ dx dxdt 


on der Ampere ausgelit. Er setzt dann 


d = 0, 

J 8a;« ’ 


ll+l (|lY_a|y = 2««, 

dt ' 2 \d X/ dx 

dy , 1/0 yY I dy „ 

W+2 = 


ind nacli (2) und §. 182 (2) stimmen dann a, /3 mit — r, — s 
iberein. 

Es wird ferner eine Function rj definirt durch 
ri z= y — — C6)x — [a(/3 -f- a) — 

lie nach §. 183 (4) mit Riemann’s — w ubereinstimmt, und fiir 
lie sich die partielle Differentialgleicbung 
02^ 

0W 0/3 0 06 0/3 

irgiebt, in genauer Uebereinstimmung mit der Gleicbung §. 184 
1 ). Die Integration dieser Gleichung aber, und besonders die 
Jntersucliung der Unstetigkeiten, ist Riemann’s Verdienst. 
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IftfcHrn Hit'ji di«‘ t,'l, //. (\ «»s dn«H drt'S 

ll«*gfb*»ip»ii W«rlli»ai Von drrj ulnirhfalls nnnidinnn Wnrlln* vnii 
f »‘ist'»|imdin!i, W«'U!j wir itlwj dsn vinr Wi’tihn 


dnii \inr WM'tlsnti 


0, I 


I 

t 


I 0, I, #■, 

j , 

111 irgitiid iiiiwr Iteilii'iifoln^ |ji%m»tt, wumtw, wnitn r 

gngi'lmii lit, j*, utett iiil» |t| /.iS tw*Mil»»l«ti iit, indiidt iitaii 
24 -^olrlsir Htttwtitiitliiiii’ii* «liii diw 

Is 


y I Ml ^ Ml nr) 'Uin 


4f 


itwf idii alililifili g*dillfli*teii Ittfiit*kft|tltr«4l. 
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Bezeichnen wir die Wertlie 0, 1, co , Ijx^ in irgei . einer 
Keihenfolge mit a, c, e, so kdnnen wir also festsetzen, ass die 
Werthe 


( 2 ) 


^ , 1 

s = 0, 1, CO, — 

’ X 

t = a, b, e 


sich in dieser Keihenfolge entsprechen sollen. Dann kdin m wir 
die lineare Substitution (1) in der Form annehmen : 


(3) 


t — a b — c 
t — c b — a’ 


die mit jeder der beiden folgenden gleiclibedeutend 




(4) 


1 — s 
1 


t — b a c 


xs 


c a 
e a 


t — c a — e 


woraus man nocb erbalt, wenn man in (3) t ~ e, s 
setzt: 

e — c h ~a . {b^~- e) (a 

{b~~c) {a 


Ijx 


(5) 




e — a b — c 
und durch logaritbmiscbe Differentiation von (3) 
ds _ (a — c) dt 




( 6 ) 


s {t — a) (t — c) 

Danacb findet man die folgende Transformation [§. 13, 3 )]: 

1 

ds 




-s)y~-f<~~^(i^sxy « 


s 


h 

= f ~ (t — Sy-/?-! (i — c)“”-r (t _eV-« 

I (T— b)-P (a — > 

und bierm Sind 24 verschiedene Darstellungen der F-Fum ion 
durch bestimmte Integrate enthalten. Die Variable die au8 

Sicke ’ verschiedene ns- 


X=: X^, 1 


x~ 




I Xi Xi •—' i 




j. 


l.liMMir«‘ 'i'ruIIHl’tirmat iItti. 




Ni‘lnnt‘ti wir z. IL n o. i» 1. ■ 1 .r,. r •/'. m 

»ht' (tb‘i«’Uun5X (fu: 


un i tiuH inlfi^r.il in ibu* Ftiniiul (7) wiial 


11 j,r‘ 1 -* Ml ^I 


(I j 


wuilmrli man ritm tlnr Ftirmnlii mis K nrluilt. 





Dritter Aljsiiiiiiti, 


Die /^-Punotion von Ri«iiiiiii«. 


§. Iij. 

Definiticjii drr 

Die Motliodon uiid dir <iir I’nu. i 

mann verdankt, derei! {truiicliifnlaiikr* daiw , j!;.,- | j|._, 

durch eino mdgliriwfc kiririi* Kali! wjh rmnudm m, ihhuui, 
Eigenschaffcen defkdrw, »ii*I m | 4 i,ik s 

analytischen Dawtelltiag 

der linearen Diff6rentialglHdiiiii|i*ii nk ff ti. litl.:., 

wiesen, und airid aueh m cfcii AtiwMtf|itw||«ji 
Physik veil groMem Nutie«, K« icliriiii SA-er ‘ 

oinen Uekorblick iibgr die Ergibiiiisi’ '•** 

soweit sie die hypergeoroetriiirlteii r«iirtn«irfi 

Es werde due Ftmction 


( 1 ) 




der oompteen Vari«Me>. .fe *ir v-Km-r,,.,.. .1. 

folgonde tigenschaften dsBairt, .!«• Frog. „,.i, 4,, v 
Iiohkeit emer eolchon Functiott .nnich* a«|, i,;, 
I. D.e Function q .el i* <)„ 

IteUg! n h , 

notion Q in eino Its,ho entwickeln a»,i. 4,.. 










It;. 


Itf 1 uii t i till ticr 1111 f 1 i mi. 
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1*111 t'u/ci! vt»ii .*'(,) 1 ‘tirtsflirtMti‘f, ilcrt'ii ('lonvi'i'fffiiz- 
krt'is uiu «l»'n I’utikt .r,, lii-, 7 .uia uiirliHtiii tlar tlrt’i Tunktc* tf, h, a 
ri'irht, 1-4 kfim r il<*r I’tuikti* tf, /i, /• iiu ruciitllichiMi, so liisHt. 
->Sfh 4 ^ au--<»-jiu'tlli Ki't*i.s(w iu (‘iuc, c.tmvi'riJjt'iiti! 

iu'ilu* sini'ii uiii I .r cutwjfkt'lii. 

11 H* »! r«'! I' ij ii k t c u, /<, r li f u It <111 w i r il«• u c I’st •• ii. z \v (ti 1 c u 
uiiil tinllcii VtT/.N^ t*i|4U!i'4 .jtujikt ili-r mu fj, 

Wir '*rhlii“.-^cjj aut'li I'ull uii’li! run, iluh-. I'iiicr 
\ in-, riu'iulliclu* fall!. 

\\ t'liii wir il« u I'uiikt t iu hi‘im*r I’.Ihmm* \tm ir^cuil ciurr 
.1. jitiH fiuru g*'*»r|»lu-.’-»cii{'u \Vi‘4 lH‘sfhrciln*ii lusscn, 
x»* ttH'il !*< i ‘••ifliytR \«'iitl«’ru!i4 witalt-r /u hciucni Aii-<.gR!i}4>\vi*iili 
/UI JU'li^rlu llli •<*•!!*, Wiitli ill«-Hi>r kt’ilU'll (li‘I' 

ilr*-! \ «*r/w»*i-4iijii»'oj»uuktf u«lrr riu'Ii rUu ilrci cnuHclilicHht. Itfiiu 
iis hriflru I'allni k.'iuu il«-r gcm'hlu.sM'iju Wug cihtu* riAuTHrliri'i- 
luiijl riarn ViT/winiiimiC'tfniiiktcH luit uiiiuii I’uukt ztiHUiiitiu'ii- 

lit'iugpu 

Wt-iiij filiiT *}»tr Wt*g lititlorH buHt'haffeii iiit, ku 

%iirti iiii Allgi'iiK'iiii'ii eu fiiiinn Riidt^ruu Wctilu' (/ gtilfiiigt 
t<}i 1-4 ulmt Q IflldirWiRlIlii, ttlld RH kRIlH g Rllf dicM' WtUM* 
111 «iuhr|irRti/.f vtrir itiidwru Wurtliu u!iiT4*"lu*!i, di<‘ wir die 
dcr f,/-Fiiurtutii JictilU'ii. .ledi-r mdtdu' Zwaj^ daimi, 
Ulfj drill \ rr/Wt 1 |?tlU||‘i|H||!klU nhgrMdirU, cilli* l•udlJ«•lu• IHul 
I tllu ll*Ul ! . 

^Vir "^a Izrii iifirjiits; 

II. I’Ih nirlii /.wi'i /,^ Pljlf g, g\ die Ulrlif. in ruilMt fiU I i*Hi 
\rrlMiltiir-i’i ftf,»dii*n, rImt /.winriiru irgciid drt'i 
/wid||«’fi g\ f/‘ dtT 1 '"iiiH*li«» Inmirlit idiitj 
liiinar*’ nut cuiHitRUteii ('ui*: 

(it f 9 » r’ {/ ^ r" g" Cl. 

ihirrii jrifriid iwri titrlit iu rutmtiiii tuiri VrrhfilttiiHw 
?4 rlii’fldr /.WfigR g\ g** «dlirr Fu li r ItUli kiUitl JfdiT lUl- 

(Irlr /wmil llllRIir luHtlOgCfl t« 11 i't» II h t IU! I«'H t‘«i»ffiril4iN‘ll 

Mimgi’drilrkl 

K» kiiiiiiiit ilriltr llrtiltitiiiimifC dd* diw Vurlwltuii 

liei III d^r Idijgidjtiiig der Vi‘«wid^mi^»}iutiktR 

III. IIif* F iiiirtiwfi 41 ill ill Jeder d«»r dr in Furmrii 

fi * r H t f» I i II a r; 
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Dritter Abscbnitt. 

§. 16. 


Ca “h Ca’ 1 


(3) 

Cf} -f- c^’ Q\ 



Cy “h 



mit constanten Coefficienten Cu, Ca-, . 

..Cy', s class 

(4) 

{x — a)-“ (X — 



in der Umgebung von a endlicli, stetig un fiir 
X — a von Null verschieden, also nacli posi ven 
ganzen Potenzen von (a; — a)entwickell)ar ind 
und dass 

{x — (x — 

^ ^ {x— c)~yQy, {x — c)-y' Qy 

in derUmgebnng derbeiden anderen Verz ^ei- 
gungspunkte dieselbe Eigenschaft baben. 

Wenii einer der Verzweigungspuiikte, twa 
b, imUn end lichen liegt, so ist hier Ijx an S 3lle 
von a? — h zu setzen. 

In den verschiedenen Zweigen einer <3-^ 
tion sollen die (3“ Q^' dieselben sein, und nur 

die Constanten Ca Cyi verschieden. 

Die «, a'; /3, /3'; y, / sind gegebene reelle oder imag lare 
Grdssen, die das erste, zweite, dritte Exponenten] rar 
heissen, Fiir diese wird sich nachher noch eine Beschran ung 
ergeben. 

Zur eindeutigen Bestimmung der Q“ ... kdnnen wir twa 
noch festsetzen, dass'die Entwickelungen der Functionei (4) 
und (5) mit 1 beginnen. 

Die Zerlegung von Q in die beiden Bestandtheile Q‘‘ Q^' 

ware nur dann nicht eindeutig, wenn und in consta: :eni 
Verhaltniss stehen, und dies ist nur moghch, wenn a — a ist. 

Da wir die Existenz zweier linear unabhangiger Zweige dei" 
(^-Function: 

Q' — Ca Q“ -\- Ca' Q“ , 

■ = c" <3“ -1- c;;, Q-' 

vorausgesetzt haben, so lassen sich auch Q“' linear d rch 
Q', Q" ausdriicken, und daraus folgt, dass die (>“, \ ;nn 

man sie iiber die ganze Ebene stetig fortsetzt, selbst (^-Functh leii 
sind. Das Gleiche gilt von den Qy.'. 










i. !.■ 


au« dt-r bi'l'iiiitidu. 


4H 


Aun .li<r Aiuiahuitj Mi) v.mv.hl sitdi uot-li, (lass iiiul Q“' 
liit'ht ill I'oust juitt'tii \ t*riuiltiii^s stcduMi uiul (IuhscIIkj vtui 

drh /wi*i I'aarfii (/*\ (/>', 


§. 17. 

Fttlj'iM’iniKfu aiiH (hu* Uffiiiition. 


Wir luiluni litn tU*r Ih'fuiitum dtM- (^-Function kiiiiieu l'iit(‘r- 
ss*itiii‘4 /.winrlp'ii i{i*n iln*i Punktcni a, />, c geinaclit. 

Wir lutlitsu hiiTUHrli dini Sutz: 

I, IHt‘ ^KFuurtioit uiigciiiKhiri, wonii ilit; 

tir*'i V«*rti«• uIr«‘iI m* ii 


« h t 

a fi r 

iff ji' y 

iH'lti’hin ijiitiT f’iniunlor vortauscht word an. 

1 ’irVir <li«* Vftrirtijlo u* in oinar ft^-Funotion 

Triiunfarni fition un iorwc* rft* u, 
wi’lfti wir If l»»ir li/.oi 1 i g dit* Funkt.c rr, r df'r- 
■•♦rlFi’ti ItrH*«n*n T r.*1 ns fu rin aimicrworfon. 
js|n'i» d, //, {\ i) (!(Hi!4tiUiton lnuhnitfu, doron I)o- 
itTiMiiittfitu .1/^ //r vtin Null vorHcduotloii int, imd 


ill .r '• 

llr%i4*l wirtl mill u\ lt\ c' tlii* 

.1 f#, j' 


Ax' I Ji 

Cj' I // 

Wortlii' kodoutfu, dit* 

A, ,r ■ r 


fi'tr 


iiiiniiiiiiit, %fi t%t 

n, ht r 

i 41 V i «, y r 

^ «\ |f. f 

K** i%t ili«* idut* Miiiiiitlidliiirr lAdgorunif fiu« dor Dofmitifui, 
wmm inati Iiffirkiiclitiit, flaw, wium (Ui* | Ji von Null vi*r- 

ii’liifiloti i%l, 

i A Ji Ji(*) C.F II*) 

*' ' " {('.,■ \ DjiCa' I)j 

ml* umi i|«» Ffitiuix v«ii ('x* Ji in dor Fiiignbnng clni 


,ii\ //, r' 

4^' I (U Y x' 

' (i\ y 
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§• 17 


Punktes od = ol nach steigenden Potenzen von x' — o! en vickel- 
bar ist. 

1st dagegen a = oo, so ist Oa' -f- = 0, und jede Potenz 

von \jx ist nach steigenden Potenzen von x' — a' entwi celbar. 

Durch Anwendiing des Satzes 2.. konnen wir nui durch 
lineare Transformation jede ^-Function aus einer sp 3iellen 
ableiten, in der a, c die Wertbe 0, qo, 1 baben, und es jeniigt 
also, wenn wir uns von jetzt ab mit diesen speciellen <9-Fur. tionen 
bescbaftigen. 

Zur Vereinfacbung der Bezeichnung setzen wir 


(3) 


/O, 1 ' 

Q la, y X 

V', , 


<9- 


K, i3, y \ 

X . 

/5', y' J 


Wenn wir an Stelle von x eine der seeks Variablen 


X, 1 



X — 1 1 X 

/v* _ /y> ^ /y» . 1 

lAy X t/y kAj X 


einfiibren, so werden die drei Wertbe 0, oo, 1 auf alle m ^liclie 
Arten mit einander permutirt, und aus 2. ergiebt sicb de Satz: 
3. Eine ^-Function mit den Verzweigungspu kten 
.. 0, 00 , 1 kann auf folgende s'echs Arten d rge- 
gestellt werden; 


w 


< / 

r, oi, ^ X 

y, 


'r, /3, w 
,r', c,' 

A, y, 04 _ 

y, a' 1 — 


/ V/5 , C4', y' a 

04, y, /3 


x)"' ^\o4', /, /3' X 



Endlich lassen sicb, wie gleicbfalls aus der Definiti( l un- 
mittelbar zu erseben ist, die Exponenten der (^-Fmictic ver- 
andern, und man erbalt, wenn g, 8 beliebige Grossen sind 


(5) x^ {1 — xy Q 


A r /3 —d — E, y -j- 

) ^\o4'-j-A—d—£,/-!- 



Man bemerke, dass bei der Umformung (5) die Sumr. j der 
Exponenten 

(6) 04 —|— |3 —y — (x! —j— , —j— y' S 

in beiden (^-Functionen dieselbe geblieben ist. 

Alle diese Umformungen baben den Sinn, dass, wenn inter 
zwei einander gleicb gesetzten ^-Functionen die eine den J efini- 
tionen entspriebt, dasselbe von der anderen gilt. Auf eine virk- 
















I". 


!>i 1 !f I'f ti! iH1 5 /1»'it!ii I! II<_» I tir flic ^j^-Functidii. 


4.'i 


iirh** lilcjitilut wur»lc t'r;4 ihiiin zii sclilit-sscji hsmii, wi'iin (lit! Dt'litii- 
tiiuirMt ilaliiis (*ru(‘it<*rt wcnicii, iIuns sic, die fd»Fuiicti()n (‘iinlcutig 

lifstiiitiacii. mul hcidt* fd-KinjctioiuMi dit'scii (‘rwc}ti*rien He- 


I 

I5 1 * "• I 1 la Hi nil‘4 dcr - I’diK *■ t i o ji diirch ciin* l> i I'fc r i* n t i:i I » 

4 11 ' i ah it II 


his (/, (/ /nt-i iiiflit in ruUHlnittaiu \‘(Thiilttiiss tdahcndt* 

aiin-r 


<h 

, «. d. 

‘ '< fl\ 

y, ! 

i » ^ 

) 

Mnii, 

>1-1/*-n ttir 




||3 1 / 

ti'i fd 

«/3 (/ 


(i 

d '* 

ti d ‘ 

t-’f 

./(fi (if/ 

(i Q 

d (/ 


d ,1 

d ,r 

ti j' 



fd, 

f/ 


iHt ./<!/| <1 riitc Dirthrt'tilittlKlidtdiuuK /winter tfrd“ 

luiiilf, ill*’ dp* lHnd«ti piirtiriilstmi Ints'firnli' fd" 
lirh diw allg»*}|jri«i' Ilifi'iinil 


1:: 


i| ■ Tfd . f’U/, 


f" ilp» fiiti’!Kriil,t»iP4Cjt»it(4tatitrn siitd 
Wir s|il/,rtl 



If 

, d if 

‘ ./. 4. 

Ilf J^lfl 

tl j ^ 




J.. 

tf d 

* dj 

II'' r' 

« jr 

|ii| ,lj 

it*{/ 

* fi I'i 

'i'./ 


d(/ ti-< g 

ti g r/'’ 

ti j ti j ^ 

d ;r fl,rS 

IH** Fiiiirlitiiicn , 

Kfit *!■$ 

Iliad idmridl tnidlifli Hiiil 


fiiil .%ii»iiii.l 4 iii»i d«‘r V#f/wi»igiiitg*|«utkltn Wir ImlMiti llir Vi»r- 
liallpfi ifi I’liiikten, aF«* in ilwa Fiiuktcii tK 1» nliliiT 
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Dritter Abschnitt. §. 18. 

Diese Untersuchung wircl sehr vereinfacht durch die blgende 
BemerkuDg: 

Nach §. 16 (6) ist 

Q = CaQ^ Ca'Q‘^', 

Q' ~ C'aQ“ -\- C'a> 

wenn die <?«, 4' Constanten sind, deren Determi] mte 

jL —^ Ca Ca' Co,' C(x. 
von Null verschieden ist, 

Bezeichnen wir also mit die Functionen die aus 

^ 0 , ^ 1 , entstehen, wenn wir Q, Q' durch Q“' ers }zen, so 
ergiebt sich aus dem Multiplicationssatze der Determina ten 

( 6 ) Jo = ^^ 0 , A =F 

und ebenso ergiebt sich 

( 7 ) Jo = BJl J, = BJ{, J, = BJil, 

(-8) Jo = CJi, J, = CJy, J, = CJy, 

worm A, C von Null verschiedene Constanten sind. 

Wir nehmen nun folgende Anfange der Entwickelui 

■ 

woraus sich ergiebt: 

J^ = (a — + 

(9) J“ = (ci — (1 — ^ — a') “ 2 _j_ .,. ^ 

J“ = a a'{a — a') + «'—s ^ 

und hierin wachsen die Exponenten immer um eine Cinheit* 

Ebenso findet man:* 

jyo~ — {r-~ /)(! — x)y^y'-'^ -j- 

(10) Jy=z (y — y')(l _ y —y')(^l — ^jr + y'-a _j. .. 

Ay~ — yy'iy — y')(l — ^jy + y'-s 
in der Umgebung der Punktes == 1 und 

(11) J{=~(^- ^')(^ + ^' + 

4/* =—/5/3'(^ —... ' 

in der-Umgebung des Punktes ai = oo. 

i 

i 

j 

1 




5 . H, 


!*ii!f i‘f iii i;i 1 v 1 (• i(■ hintlur «li<* <,>-Fun(il<inn, 
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Xns iti). {7i. (UK (l*M ''r' 4 i<*li( .sii-li dass ilic (h'(‘i Fuuf- 

lloJli'll 

'* " "'*1 /d ^ 

s!‘ij ‘"’(1 J'T • '\/j /'j, 

•'* '*'<5 -''F ^ 

fur allf «■ nd ! i f In*)i Wrrthc \i>ji ./ ciiiinfli uml Hirtifi 
•^nu!, a! hI utin {,hi uud (11} I'ul^t, ilass 


• ‘/i* '\U 

till' j t I’lMtlirli u ltd wcnii « wu* frultur 

di«* llfdrulnnic liat 


(111 -i ti ti fl • /f ■ y 5 }•', 

XInii sitdil liirnmw, tlnnH tlif Id(IVri*fdinliiuoti(*.nt(*n vmi /,„ /,, 
drr<*ii Ciriidi* ladsrr linrl e1« I s, 2 k, d fur siHi* 
niillirlirfi v«fi A- luidlifh tiriil Kind, unci im I’n- 

vimtliwinclcui sind difin Ditli‘r*‘{ilialriu()tinnten find uIhcj 
iHd, !. 4 h, 11.) idfinllHrli glnicli Hull 

»ii»d dii^ /rt, fi gitn^'.n rntdcHiiiln Fiuut» 
liusn*u tJiii .f, tiiiil iltrn Clrndn nind luinli (Ul) uluich 1 s, 
.* H, .*! « oiliff uni i»ini* gitn/.i* /4t.hl nic'drigcr. 

||»»’r:ui» i*rgiidjt tiit’h «*iuu lirnrlsrankuni^ lur dic^ FA|>u!U'nt<*ii. 
•i 5 «- s'lftilll win tiiii'V'*. %u*nii un’ 4 i’’r»' 9 *^’*^^**‘*^*‘”‘ nxiHlirnn wdl: 

iV, I Hr E % |i»»!i nn I r mai m III !• 

•1 * w, * «' * |f i ji* 0 y * y' 


fiii«« run* «iin/.r Zfihl stiin und kann niuht ^rnfisicr 

ill 11 I ntjitl. 

Wrtiii wir riiiiui ftlipii Ciltwlnrii giuniduNttitiin Faotor rIj- 
«rli ftir tli« IHffrrfttitialglsieEimg, df*r 

«lif ifiiiKw, ilift Eiinti: 


,ir.| 


E 


Mild wir IHfftffiitiidfltfltsEttrii »ifc rfttionftlfti 

Tidirf fleii ZiwtatttiiftltMii cter Ftinctwn«tt/#,/i,/, mit dm 
liititieti wir M« (tt), (10), (U) nnch nnm Hohliws 
xitdtitfi, wifiiii wif nifi‘E dii Qttoti«nt#n Wiii«n. 1%^ folgt dttyww* 
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Dritter Absclinitt. 




= 1 — a 


fi • X 


(17) — 


= — 1 + y H- r' 

= — ^ 4" H~ 1) 

= a a' fill’ X = 0, 

= yv' ,, X = 

= /3 /?' „ X = CO. 


§. 19. 

Die P-Function und die hypergeometrisclie I 

gleichiing. 

Der ausgezeichnetste Fall der ist 

die Summe s ihren grossten Wertli 1 hat. Diese 
der (^-Function wollen wir die P-FuTiction nenne 

bezeichner. 

In diesem Falle ist die Function /o constant u 
gesetzt werden. /j ist vom ersten, /a vom zweite 
duroh dieRelationen §. 18, (16), (17) sincl diese beid< 
vdllig bestimmt. Es ergiebt sich: 

(2) /i = (1 —« — «') (1 — a;) — (1 — r — 

= 1 — 04 — cd — (1 —|- ^ —j- /l^) iU, 

(3) /a = — ^^'x{l — x) + 04 04'(1 — x) + 

Die Differentialgleicliung ftir die P-Function 1 
nook vereinfacken. Es ist namlicli nach §. 17, (5) 


fferential- 


der, in clem 
jsondere Art 
und mit 


d kann =; 1 
Grad, und 
1 Functionen 


y X. 

3st sick aber 


(^) ^ W, 

und es ist daker ausreichend, wenn wir weiterkin die Function 


^ = ^(o;- S' 0") 


allein ketrachten, also a' — y' — 0 setzen. 



Ihir*.l**!lnnf.y (lev i'-Function. 


4‘J 

iv^ i^l ihtiiH 

n't) n > )} . y I ji' 

ului ‘ii*' l'tinr!i(»u |.ti ist t*iu luti'f'rul ih'r Diffcrentialgleicfiiing: 
I7i ..il .I'l'J' , 111 «i i/J I If I llrl'tl ■-ttfi'y = 0, 

wi«‘ man sicht, mil (lt*r bviH‘rgcuni('t,riHcli(‘n Difl'oruntial- 

u'lrirhun i-t ulutrcin^timmt [ a 

F.iin* |i;trtttnilnrc Litnung (iloii’liuiig isi 

1^1 5/ |i', I «, ./•), 

\u*i4H /"'»lii' )i} {Hn'urumctriM'hc btultMitcl 

t ‘in, 

«i«‘r turn durrh hypcii'gc.ometrischo 

Uuilli*!!. 

Wir mulls’ll ntiii limit '/.rigcnt, win inun umgokolirt aus dor 
InfuTnuimii’lrivlirfi iHttFrsnttiiilulpifhuiig '/,u tier /^-Function go- 

I tligl, 

Fiiiu Isfii^ar*^ lHil»‘ri*i«ttaUcb’n‘biiiiK '/.waiter Ordmuig bat, wio 
wir iri»>'«’!s, iitir Itmnir nnnldiiiugige particularo Liisniigoii 
¥}. ¥f wir tmi intend eiucr LiiHung y auH, uiul bo- 

M’iireile-ii ill drr » 'Fbefie irMeml eiiieu VVeg, no kanii, ho lango 
Mrii f iiii4 wiiie Iiiirrr»’iili{d«|tmtit’nleii wtetig iindoni, dio DilTo- 
fiieiil /.« boHtidmn. Gobi man mit 

211141 \ti*i||aiig«jniiilil /iirtifk, mo wird wah y iin Allgomoineri ge- 
t liwbeii, Aiw^t* *ier gewoiuioiio .^wQig y J8t initiior iiocb 
riiie tier fliffeiviiliitlgleirbititig. AUft verHcddedeneii Zwoigo 

«l»*r F*iiirti«ii f «ii«l iil«» l#ikttngeii deraelben Dittereiitialgleiobutig, 
fiir int filsti initiier iho Ikuhiiguiig !;• 16^ II 

lieCriedlgl. 

Wpfsdeti •ir 4ii»« iiuf di«* liyimrgeomotrisobo Diilbrontial- 
nb’irliiint ait, «« lifiteii wir iiiir die dnd siiigulilronPunkto 0 , oo, 1 

Jwlit |iirtir-iliir» Irfkiing kiinri altfif dann naoh 8 linoar 

«Fir< ii . ,, 

F;, I -1 ill il«’f Fmgebtitig fcm .-r a 

■f"^ i m m ^ ^ 

t'i ^l$ m ^ ** ^ 

III * (» * ♦*» . *' <» 11- * t, It 


4 
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dargesteUt werdcii, un.l wenn wir alsn na'li S. l:t (n, 

j<\ — Fili, ii\ 1 -n 

setzen so ist die Losinig d»'r i'.i 7i 

P-Fuiiction: 

^ (o, ^ 


Wollen wir zur aligeriieitiwi F"Fiiiirli«ii ul*rri*i‘ii«*ti, - ^ li.'iFi*fi 
wir die Formel §. 19 M) ar»zii«’i‘ii*lrii, tiiJ«i «ir rrhultrii iiir 

Function 

/M": L ') 


fur die f. ... r, (|i. «» 

a, 

durch § 4 ■'! f 

ersetzen: 

P« =^(l~xf F 
P«' = ^'(l—xf F 



wir i« 



|l. 

#■ * 




1 r< 

* et 


^ f. ft ^ if 

* /. 1 ’ 

• m 

f, J'i. 

{H r\ 

^ F. i 

M » 


tf ^ fi ^ }‘\f* * 

ii * r’. 1 


|l. |. 

^ 1 f * f\m . 

’ y»1 

fl 

S 1 ^ 

J ^ 

if 


T'-r 

i xi, 


py' = FC* * fi i }*’• « * F, i ^ T * I- 

Hierbei ist abtr wmipitiil, «is» kmiit^ *it*f «irei l»ifi>* 
renzen ^ y Miif* 7.M ' .^i. In 

diesen FlUen tntta, wie wir iit |. II iwlieti 
vollst&ndigea Itttegmiioa dtr li|p«*r|teiii*lri«r|p»ti IHtt 'Miitittl- 
glaichung logarHbwiiclir tllinitr m( ami 
filr die P-Faaetioi kimti# eklil n*!? tcilktaiwlig l»- 
warden* Nur witef ftirmiitt«t*tir4f<^ii kiiir m 

logmthmisohfttt GlWir wii^iier ‘-Ftiar- 

tionen eristiren. »l f«li |* II Fc|l, I, mhm 

^ I % % « / 

eine ecbte P-Fnaettoa, oIwqM « — . ^ tio* |i.!i» Zalil i I . 










21. A Me i t !i II I,'' «li<r y -I’ 11 lie I j II HI* II nu:. den i’- Fund i (iin'li. 


.'ll 


\ lilfi tu Ji iIiT D"Fuiift ium*u uus ilnji /'-Kiiiictiuiinn. 


Auh ilt*n /'"Fum-tifiurn kuim mail V-Fimatiomui auf folgtnuld 
liViuHi* lu'rh'itd!. 


iat /.uiiiiclmt, Wdui 


^■c 


in|{*'!iunnsii‘u wird, 

1 / P 

fl j 

mil tulglirli 

/11 




'•) 




^'1 


dp 


1^ 


1 I 


WdJii wir alhc) iriil. /l(x) uml //(.r) /.win giui/o mtiomiln 
Fuiirtuiju-ii ¥mi j- , diii k«iM luiHmtcli'rHM Vfirhallen /,u 

Irfi Fuiikidi (I, 1 Imbt’is, /I (j’) vtmi CiratUi m I, /i{^) vom 

trad<« », f^i» lit 

1 . .1 u, XI 1 - X) ;F' ( /Hx) 1‘ qh i ~ ■ 


Y 


x). 


I 2 w, 

Din Fiinnticiiiwi 


I ml liii'riii i%l din H«mmn t|t*r Kfnimimteii 
21 * tt. * I i' I «' I ff I / 2 r* 

iKu idin^ MiiUnriuln linjciiiivn gan/.« Kahl 
4f..<| iiiiil ilfi’i dilliiilti'ii fawarnmiwi, wntin man vwi ninem g®- 
r«ii»itaiitott Fitnlur iiliweht, 2 » winkiirlinlii! Ciin- 
iljuitdi* ilii* ill P nirlit ftirkomifitm, mid m tmfchiilt ako din 
^f'Fiitirltrtii (II 2m I i, willklirlkliti (kmitimtoti w®lir id» 
Im FtllirTlinli P. 

D«i Fall gnmdwi « kilniwri wir hiiimui dwrrh Speciali- 
liruiiii aliiiitfm. Wniiti wir tiimlinh din (‘aiifllrwnttm fon J (x) 
iiiid ii(r) d«*r Ikdittgiitig mitnrwnrfiin, daw 
'Ml «J((l) I Ii(a) 0 

«*iii ifili, » fttigt lit# Kiitwifkfilaiig vmi V ill (1) fwt mit drr 
jr* ^ ^ ail, witiriittd di§ amlnreii Efitwieknluugwi uiigeiiiidert 
blifiliiim Wir trWttii alwi «tit Ettimtiim 
/« I I, |f «, r 
' ^ f 

d» Saiiiwt^ # «i«fi Wertli tut; 

« '^’1 fi I Y -4 m* '='j ^ d' / +■ t 


4* 
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Dritter Abschnitt. §. 22. 

Die Anzahl der Gonstanten, die in (1) bleiben, ist bier egen 
(3) nur 2n — 1, also gleichfalls 1 — s. 

Die Frage, ob anf diese Weise alle <3-Functionen ai den 
P-Functionen abgeleitet werden kbnnen, wollen wir bier licbt 
weiter erortern. Ibre Beantwortung bangt davon ab, wie viele 
willkiirlicbe Constanten in der Differentialgleicbung fii die 
^-Function §. 18 (15) iibrig bleiben. Man bat dabei 2 be- 
acbten, dass /o eine Function vom Grade 1 — s ist, und da 3 die 
Nullpunkte dieser Function, wenn /j,/, unbestimmt bleibe , zu 
den singularen Punkten der Differentialgleicbung gebbren Es 
sind also nocb Bedingungen fiir die Coefficienten von /i, / auf- 
zustellen, durcb die der singulare Cbarakter dieser Punktf auf- 
geboben wird 1 ). 

§. 22 . 

Specielle Umformungen der P-Function. 

Die Frucbtbarkeit der Riemann’scben Betracbtungg eise 
zeigt sicb deutlicb in der grossen Einfacbbeit, mit der sic die 
speciellen Umformungen ergeben, die Kummer zuerst mit ( rem 
grossen Recbnungsaufwande abgeleitet bat 2 ). Nebmen wir s , es 
babe in einer P-Function eine der Exponentendifferenzen, twa 
a' — a, den Wertb 1 / 2 j dann konnen wir diese Function acb 
§. 17 (5) durcb 

( 1 ) 

ersetzen. Von den beiden Functionen P“, P"' scbreitet die ?ste 
nacb ganzen Potenzen von x, die zweite nacb ganzen Pot€ zen 

Vergl, Riemann’s mathematiscbe Werke, 2, Aufl., S. 7 f. 
Danach mussen fiir jede Wurzel X von /q (x) — 0 zwei Bedingunge; be- 
steben, vob denen die eine so lautet: 

(6) - AW __ 1 

Hierzu kommen die seeks Bedingungen §. 18 (16), (17). Man . idet 
leiokt durcb Partialbrucbzerlegung von f^(x)/x(l — !Xi)f^{x), dass voi den 
1— s Bedingungen (5) eine mittelst §. 18 (16) aus den ubrigen folgt, and 
danacb enthalt die Differentialgleicbung fiir die ^-Function, abgesebei iron 
einem constanten Factor, npeb 

1 — s-j-3 — s-j-4: — s — 2(1 — s) — 6-i-l=:l — s 
unbestimmte Constanten, iiHereinstijnmend mit der oben gefundenen abl 
der Constanten in der ^-Function (1) und (4). 

®) Orelle’s- Journal 15 (1895), 


P ( X 


§• 22 . 


Specielle Umformungeu der P-Functiou. 
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von '\[x fort, und wenn wir also '^x = ^ setzen, so ist der Punkt 
I = 0 in der |-Ebene kein Verzweigungspunkt mehr, sondern 
ein Punkt, in dem die Function eindeutig und stetig ist. Da- 
gegen sind jetzt die beiden Punkte | = i 1, in denen 1 — x 
verschwindet, Verzweigungspunkte, und die Entwickelungen nach 
Potenzen von 1 — | und 1 -|- I beginnen mit (1 i (1 iY- 
Die Entwickelung in der Umgebung des unendlich entfernten 
Punktes beginnt mit x—P, x~f^', also mit Demnach 

ergiebt sich folgende Umfbrmung: 




0, /3, y 

% /3', / 


/ 1, GO, -|- 1 \ 

= r, 2^, y ; 

\/, 2/3', / / 

um in der zweiten Function die Verzweigungspunkte 0, co, 1 zu 
erhalten, muss man eine neue Variable 72(1 “h einfiihren, 
und erhalt so 


A ^ pY l±V2V 

V 2 , /3', Y J \r\ 2/3', Y ^ J 

Da" man auf diese beiden Functionen nocb. die linearen Trans- 
formationen §.17 (4) anwenden kann, so ergiebt sicli bieraus eine 
sehr grosse Anzabl von Umformungen dieser speciellen P-Func¬ 
tion und entsprecbende Umformungen der hypergeometrischen 
Differentialgleicliung. 

Ebenso erhalt man noch weitere Umformungen bei einer 
nocb. specielleren P-Function, bei der zwei Exponentendifferenzen 
den Wertb Vs haben. Fiir die Function 



(4) 


P 


0 , 0 , 

.Vsi Vsi 


y 

Y 




sind, wenn man ^ — yx setzt, die Punkte § = 0, | = qo nicht 
mehr Verzweigungspunkte. Dagegen werden die drei Punkte Ver¬ 
zweigungspunkte, in denen 1 —• = 0 ist, d. h. | = 1 , 9 , wenn 


Q z= e ^ eine imaginare dritte Einheitswurzel ist. Man bat also: 


(5) P 
Oder 

(6) P 


0, 0, y 

,Vs, Vs Y 

0, 0, y 

d/s, Vs, Y 




p 


r, 


P 


r, 

v\ 


8_ 

r, y 
Yi Y 

y, y _ 
Y, Y 


V 

^2 - -^x 

_ 

Q —ix^ 






54 


Dritter Absclinitt. 


.. 22. 


Formeln, die wieder den Ausgangspunkt fiir lineare U for- 
mungen bilden, 

Wir konnen zum Scbluss noch die Bemerkung beif gen, 
dass wir, wenn wir eine Function B mit nur zwei Verzweig igs-^ 
punkten, sonst aber denselben Eigenscliaften wie die (/-Fur tion 
definiren, wir nur ganz elementare Functionen erhalten, na lich 
wenn wir die Verzweigungspunkte nach 0 und co verlegen und 
unter A, A' ganze rationale Functionen von x verstelien nur 
Functionen von der Form 

Denn wenn jS“, i2“' zwei Zweige von B sind, wie in §, li (3), 
so sind x-“B“, in der ganzen Ebene endlich und s itig, 

und da sie im Unendlichen nur von endlicher Ordnung ur nd- 
lich werden konnen, so sind es ganze rationale Functionen V' i x. 












ViiTtf-r AliHfhiiitt. 


O.HoillationHtlitiorome. 


liiH'iu-rr Ihl'fiTiuitinlgloicluiiigcsii zweitar 
Orduung, 

Wir koiJifn**ii nun /ur Aldiutuug I'inns (’yklus tou Slitzen, 

ilir »«trlj iiiiC liip-an* allgj'minncsr Art bi^- 

tiiitl *in’ Mils iiurli Hi wdrht’ii FnlliHi, in dnurn din Iiitn- 
liralittii iiirbl iv«*rilnn kiiiiiij iibnr dnw Vurliidtrii dnr 

wit|it!;*r \iiff<ir|du*isi** dit*, bi'KcmtlerM btd Htdtwin- 

i;niiHstHr«l4r!iiwi, inii It dti** fdi^ sikidiwlin Ilwlnuiung biibnn, Kh 
ilsitflp HHi wi ii«4ir ««» Iliil/M Msin, jiul* di«inSiito hit*r tdnr.ugcsbon, 
uh ■**}!» I idipfiiitf gtwiwsn |iftrtitiUn DiiTorontial- 
iilrirlrtiii|i«'ii. /, li di*' fiir iIjm nfliwingMidii Mninbrnii, griitAttrn, 
dsw Ffii-g** l»ri nirtit w) t'isitkr.h 

W}f lir«-brjinl;«Mi iitw lii»*r wi«l»«r iiuf Itnriirt* Diflbrniitittl- 
ii?ri«#,nrit**r i^rdtiiiiig, wi^wrihl di« S&te*, narnimtlirb in 
ili^r f«i4 idnn vinl wnitt'n* Au*idnlnning rr- 


•| |ti« Ptrt«si ilirfc'r raiiriift tnii Httirtii imd IdnMvillti 

fni4 I!i tsitit'IH wil, cIpim iwrll Sturm tir- 

»}asifi*!f-ii «l« Alf»lir4 Cld«*tt%dd«tirr»l I, JKiil), 

l%sp «?«4 #|s4l»r Ai4*i«r#fi IliPil* thrils prwi'itiTt. 

%\ « twr 4»#« 4rt*#ll#ii iiWr 4 <*m Ci^Ki»ita!afnl ^rwAinifiH: 

ll#l * i tewff »f itlttftd, wfistid V«t. I, |!- ‘ill. 

kri*, I <ir»*r dl# n. 

tm. n, ii. 

Iitn«»r« . IM. 4'i( S, I*#. 
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Vierter Abschnitt. 


§. 2£ 


Wir bringen zunaclist eiiie vorgelegte lineare Difierentiaul 
gleicluing: 

/-I\ I du . 

(1) + = 

von der wir annehmen, dass p^ fiir endliche Wertlie voi: 

X nicht unendlich werden, auf eine einfachere Form: 


( 2 ) 


dx^ 


+ ? 2 / = 0 , 


in der der erste Differentialquotient fehlt, nnd q eine Functioi 
von X ist. 

Man erreicbt dies durch eine Substitution 
( 3 ) u ~ Xy, 


wenn man 


( 4 ) 2 Pq X' p^ X = 0, PqqX — Pq X" p^X' p^X 

setzt. Hieraus leitet man ab: 


( 5 ) X — 

( 6 ) Q = + ^PiPo 

^Po 

Hierzu wollen wir noch bemerken, dass X nur in solcbex 
Punkten Null oder unendlich werden kann, in denen po vei*- 
schwindet. Also, wenn po eine ganze rationale Function von 
ist, nur in einer endlichen Anzahl von Punkten. Ebenso kanr 
auch Q nur in den Nullpunkten von p^ unendlich werden, unc 
wenn pi und p 2 gleichfalls ganze rationale Functionen sind 
so kann p auch nur in einer endlichen Anzahl von Punkten vex*- 
schwinden. Fiir die Betrachtungen des gegenwartigen Abschnittef 
kommen nur reelle Werthe der Variablen in Betracht. 

Wir setzen also iiber die Function q in der Diffe ■ 
rentialgleichung (2) voraus, dass sie von einem be- 
stimmten Werthe von x an keinen Zeichenwechsel meha 
habe und nicht mehr unendlich werde. 

Ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, konnen wir diesex 
Werth von a; zum Nullpunkt machen, und wir haben dann die 
folgenden beiden Falle zu unterscheiden: 

Q ist fiir positive Werthe von x endlich und stetig und 

I. nur negativ, 

II . nur positiv. 



1 . lij*' I'uiii'fiun i> int, licHiliudi^ nogativ. 
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I*,S Hull illnT ltl< ill «lH'^gi*SC lll()SH(Ul Ht'lll ^ tljlSS Q ftlT cill Till” 
{jiuUirli wnrhscMidcH ./• (U-m ubsolutcu Worilio iiach iiber alle 
(irinizeii wilrhst tnliT uutrr {In-iizo lu'.niutorsiukt, 

Vuu lH‘Husn!cr{‘m isi ilii* Frag(^ nacli den Null- 

pimkt«‘ii, dit* vnw. laisuiiK // d(«r Dindrcntialgkicliung (2) 

imd folglitdi aurh jdiif Htatig** Lrisuiig « dcr I )ilVerciitiukdeicliunff 
(1) hat 

Wir !Hdra«’ht«‘n hii-r Immvr nur .sohdut Iiilograle 7 /, die mit 
ihreiii (‘rHteii lHlFftr«'ntiahjn«dit‘i»t<'n ij' cudlicli und Htetig sind. 
Die DifloreutialghdrhunK /.tdgt, dans <lann aiudi y" (nidlicli und 
stetig iht. 

Fine F<dg«‘ die^i-r Annaltmt* isi, (Iuhh fur ke.inc.n Werth von 
X die Fimrtiuii uiul ihr ernter DiilVreniiahjuniient y' /.ugleich 
vcmdiwtndeii k«imH*n. Dean wcuti 1 /,, ?/.j xwei linear imahliilngigo 
Liwutigen tier Ditlrreijtinlgleii'huiig (2) Kind, hu folgt luudi einer 
sc'Iuni wiiaierludf aii|i.fwaitdten F(u*mcd [Ihi. I, §. 62 (1B)|: 

Ih 'lh ■ ■ thy'i "■■■'“ f ', 

worin F' eiti© vtui Xnll vemdiiedono (knmtanto ist Man sieht 
bieraiiK, daw, weiiii i/|, |/j iHidlirh^sind, i/j und y\ niomals zugleioh 
Null »w« kdjtneii. 


1. Die Fulietinii |> iKt lniHtdlndig iiegativ. 

WiJiia tiie Fiitirlitw |» in tier DlfTi'rontialgleicjlmng 

(1) f I 0 

fllr fiiwilive Wertliii viiii X tittf Kigativ i«t, uo haben y und 
if* imi««r tliifisiidliw Vtir'/,«ich«n, wilhrend y* dai gloiche Oder 
*ijtdi rla.i Vomiinhtm hiiben kann. Wir haben 

dtnii iiiidirpfii Fiilli’ *« imterMditildnn. 

Kfi btvjiiirlifiiin tliiliri j:«, x, irgfuid poaitivo Worth© von x 
«n«I f« fi. fi* fi* m dis *tig«litirig§n Werth© ron y, y\ if. 

Iliitr wird y* mm x, aft fiiit wiirtwendem x zunlohst waohsen, 
tttid ilw, t»di wsttti f* ???■* D zunaebit poaitiv werden. 

W«fin nitti dur dewt Xi iiinllcshsfc gelegene groesere Worth 
ton X iit, fir dfiii # firscbwindet, so »uii / ^wisohen x^ und 







58 


Vierfcer Abschnitt. 


X 

2/ ~ 2/o = j y' > 2/0 (x — 




Xi aus dem Wachsen ins Abnehmen iibergegangen sein. 3s 
muss also y" und folglich nach (1) auch y zwischen Xq und 
verschwinden. Folglich muss auch y^ das bei Xq positiv ist i id 
anfangs wachst, aus dem Wachsen ins Abnehmen ubergel n, 
und folglich muss y' zwischen Xq und Xy verschwinden, • as 
gegen die Annahme ist, dass x-^^ der dem Xq nachste Werth 3 i, 
in dem y' verschwindet. Unter- der Voraussetzung des ers m 
Falles ist also y' fiir alie Werthe von x'> x^ positiv, y wac st 
und bleibt also auch positiv, ebenso y'\ und folglich wachsi y* 
bestandig, 

Wenn also x'^ ist, so ist y >> 2/o, y' y'^ und 


woraus man schliesst, dass y (von j/o an) ohne Zeiclie 
wechsel mit x ins Unendliche wachst (Fig. 3), 

Fig. 3. 

/ Fig. 4. 


Fall i/o, 2 /o< 0 , 2/0^0. 

Dieser zweite Fall geht aus dem ersten durch Vertauschii g 
von y mit ~y hervor. Es wird also in diesem Falle y ^ n 
2 /o an ohne Zeichenwechsel negativ unendlich gross werd a. 

Fall 2 /g, > 0, y'^ < 0. 

Hier wird tj' so lange wachsen, als y" und folglich y posi lv 
ist, und es sind hier wieder verschiedene Moglichkeiten zu unt 
scheiden; 

a) 2/' wird = 0, ehe noch y und if Null geworden sind. Da ii 
wachst y^ von da an weiter und wird also positiv. Is 

tritt dann von hier aus der erste Fall ein, und y w: d 
. ebenso wie dort mit x zugleich unendlich, nur mit d n 



1. Ihr FuiM'tion |t i-u uagaliv. 


rntrrHr}ii»‘iU*, »ht8H ij niiHui poHifivcm Mitiiminiiwcrtli 

hut (Fig. ij. 

1 ») y win! «i, 1/ S) gfnvonloii int. Dunn hUubt 

hoiiit Ihirrligjuig dur«’h du*Hu 1/ iic*gativ, mul wcmu 

wir j'l hinhiiiglii-h luihi* JunHi'ilx tUt'Hor St(‘llu aunolmunt, 
s« komiiH*!! wir iiiif don ^wciton Fall i^uriick. Kh gtdil 
also liiuus H siofig almohiiunul innnuil clurcdi Null mid 
wird noguti^ uinuulHfh (Fig. f»). 


1' m> Fig. U. 



ii filiiiiditnimd, tf •/miolmmml. Uio Cirtm?:«‘. ftir 
1/ ii«»titwi*itdiic U tla wiit«! 


H • j**A^*' 

fiir »d« wti«itdlir|i war.ltnondoH s kiiino tnidUcln* (lron»* 
(Fig. Il|. I)f*f Ori!ny.woryi vnn «/ kanti 
aiioti %ciii Kail vewrliiiKlon (|wiiitiv) siriu* idi«r, win iimii 
ilor ^flrkiitinn 

ortiolit, niir diiiiti, wowi f itdi miiaidllrh warlwoiidoni .r 
forfuiliwitiflwl, lt«hor«v fill dor or«toii Ordnung. 

lii Falfp fi’ - u, ih ** ¥f*rhS.lt «irh allei iditnwi, 

iitir Wit fi‘fin4«rt#s» 

Ftii dl«*io xttwiimitiwiffwoii, kiinntin wir al#» 

L Wtfttn la fli^r IHff«ri*ntitl«liielianic (I) ^ Mr p«it- 
tifP ti«f*litiiiig riegiilif i«l, io katin f in dimom 
Ifilirtatl iiiicli«ten« ififtfiml fursttltwlndetu nnd 
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Vierter Abschnitt. 


§. 25 


wenn dies eintritt, so geht von da an y stetig 
wachsend oder stetig abnehmend ins Unendlich.e 
Es kann anch y ein positives Minimum odei 
ein negatives Maximum haben und geht von da 
an stetig wachsend oder stetig abnehmend mii 
• unendlich wachsendem x ins Unendliche. 

Es kann auch y ohne Minimum oder Maximuir 
mit X ins Unendliche gehen, oder es kann y stetig 
abnehmend oder stetig wachsend, ohne zu ver- 
schwinden, einer endlichen Grrenze zustreben. 

Dass alle diese Falle mdglich sind, zeigen einfache Beispiele 
z. B. wenn man q gleich einer negativen Constanten annimmt 
(Vergl. Bd. I, §. 57, 58.) 


§. 25. 

II. Die Function q ist bestandig positiv. 

Ganz anders verhalt sich das Integral der Differential- 
gleichung 

(1) y" qy = 0^ 

wenn q bestandig positiv bleibt. 

In diesem Falle konnen, wie schon das Beispiel eines con¬ 
stanten q zeigt, Integrale vorkommen, die unendlich viele Null- 
stellen haben. Solche Integrale nennen wir oscillirende 
Integrale und es ist unsere Aufgabe, zu entscheiden, untei 
welchen Umstanden die Gleichung (1) ein oscillirendes Integral 
hat. Das wichtigste Hiilfsmittel fiir diese Untersuchung ist eine 
Formel, die wir schon im ersten Bande (§. 71) bei der Unter¬ 
suchung der Bessel’schen Functionen angewandt haben. 

Es sei z eine Function, die einer Differentialgleichung 

( 2 ) z" 6^ = 0 

geniigt, worin 6 eine gegebene Function von x ist. 

Wir erhalten aus (1) und (2): 

+ (q — G)y^ = o, 

und daraus durch Integration: 

(3) ^y' — yz' — — I* — 6) ysdx const, 
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lilt, li. IH*‘ 1’uui‘titiu ifij lii’Hfjijitlijji' positiv. 

uiul hi«*ruiis kuiin(*n wir nun (lurch SjKuualiHirung der Function 
(? niRiiitigfalfiuc ScIiIuhhcj /.ichcu: 

Nchincn wir '/luiaclist <i so siud y und z particulare 

lutcgruh* dcrst'lhcu IHlFcrcntialglcichung ( 1 ), und wenn sie sich 
liicht bltJHs (lurcli ciiicu cniiHtuntcn Factor von cinander unter- 
Hclundcii, hH isl 

( 4 ) itj !l.:' e. 

ciiu* YOU Null vfU’.HcliicdciH' Foiiatniih*. Hind nun x =rr x^^ und 
x '■ j\ zwci utif ctufuidor folgcudc Nullstollou von y, so 
Imhcn i/i, und »/’, vcrschicdcnc Vorzcichcn. Andororsoits iiaben 
mu'h 14) ....j/n und j/I daHwIlu* V(U7,(‘ich(ni, folglicli ®und z^ 
(»ntgcgcugcnci/!c V«r/cichcn. Kh 

also .»■ '/winrhcll X„ tUld .I'j 

mind«»t«’!ih ciininil durrh Null 
gehcti. Kh kaiiu ahcr aiich nur 
durrh Null K*dtt«t, da man 
obtuiio !ichl}r’««cn kanit, da»s 
/.wiwlicii /wci Nullutidliiri von cim* Nullstolh; von y liegen 
wHhri’iid d(«*h */ jtwi»irluni .r„ und Xj ninht vorsclmiudon 
fwdltc cFig. (f. 

Wir «!«»* chui Nat/, wcnti wir <li(? NullKicdlon cinor 

Fufirtimi iliri" Wiir/idn iicniictj; 

2. Wj’iift fori den heiden particularon Intogralon 
der IHffwreiitifilnlcirliung (1) dan oino oHcilla- 
loriftt’ii i*t, MCI iit vH iiunh duH andoro, und die 
\Vtir/«’lfi der hidden separiren Hich gegenaoitig, 
d. h. /.wisniieii j«’ /wei W'ur/.uhi dor oinen liogt 
eiiiif wild nwr fine Wur'/nl dcr atidcsrm 
Wir hw*i*fi jrl^l die Aiiimlimfi <f ^ winder fallen. Wonn 
ilaiin /s tiiid * /',.i /.wtd litif idniindnr folgondo Wuraoln von 
5 iiiid, w* iiiiben 4 uitd «liw ghnc-he Voraeichen, und 

iwftr win tli« Ftiiirliofi in dtinti Intnrvall Wenn 

wir dm Itiieft'fil dnti (Irwnzen und Xi nehmen, so 

fwlgl, di. wli 



nftiiiiieti wir iitm widtef a.ti| daJii ia dam Iiifcarvall (^To, Xi) durch- 
wtg f If *^ 1*1 . «fi latifi I iifcht in dam ganzen Intervall das 



Vierter Absclinitt. 


62 


§• : 


gleiche Vorzeichen haben, weil sonst beide Seiten von (5) entgege 
gesetzte Zeicben batten. 

Hieraus ergiebt sicb der Satz: 

3. Hat die Differentialgleicbung (2) oscillatoriscl 
Integrate und ist (von einem gewissen x an) for 
wabrend ^ <5, so bat aucb die Differentia! 
gleicbung (1) oscillatoriscbe Integrate. 

Hieraus ergiebt sicb bereits ein vricbtiges allgemeines Resulta 
Ist Q in der Differentialgleicbung (1) positiv, mit einer positive 
unteren Grenze go dass p > ist, so konnen wir,-' um de 
Satz %. anzuwenden, 6 gleicb der Constanten setzen, und e: 
batten als Integral von (2): 

(6) — sin — a), 

worin a ein beliebiger Wertb ist. Diese Function ist aber oscille 
toriscb, und ibre Nullpunkte sind a -f- mnf wenn m ein 
ganze Zahl ist. Wir haben also: 


4. Hat p eine positive untere Grenze so sind di 
Integrate von (1) oscillatoriscb, und in jeder 
Intervall von der Grosse tc/^ liegt wenigsten 
eine Wurz.el von y. 

Wenn nun aber q zwar positiv ist, aber die untere Grenz 
Null bat, so konnen wir so scbbessen: 

Die Differentialgleicbung 


( 7 ) 







hat die beiden particularen Ldsungen 


Oder, wenn a eine willkiirlicbe Constante ist, 

und die Differentialgleicbung (1) bat also dann oscillirende IntO' 
grale, wenn sicb ein positives so angeben lasst, dass von eineir 
gewissen x an immer 

( 9 ) X^Q > fi2 _j_ 1 

bleibt, und es liegt fur ein beliebiges oc eine Wurzel von y 
immer zwiscben a und 


( 8 ) 


sin (y, log 













•?. »’'• 1 '»»'• tii‘ii (> inf. littnf iindig' pdeitiv. ( 1 ;} 

Wir crj'iuizdii also tlcii Sat/, H. so: 

r>, IHo (1) hat oscillatorischo 

wcnti dif unttsiMi (Jrouzo von x'^q — V4 

piiHitiv ist. 

Iht dii* uiitort* von ./•«() — 80 wird von 

aiitom gowissfii .r an 
. 1 

•I x' 

lilitilnii. I»anii v.a-^drirhini wir dio Dilhu’ontijilKU-iohung (I) init 

deriii iH-idi* jiartimilarr Inh'iiralo 

I .<■, ] X log X 

idc’ht oM'illittonHrh sind; uitcii d«m Hjit/.c d, kann ako aucli fl) 
kaint‘ itsrj|la!*»riHrhfti Inli-ural*' ludton, da houhI, wagon (10) auch 
die Lo?4urig**n von rll| osaillatorkoh mdn miisHton. 

(i. Isiffornitialglniohung (1) hat koine oscilla- 
Intogralo, wimn die. uiitore GronKo von 
* , iioKiiliv i?4t. 

Ks Idrilit iil« wirdornm tlor Fall umnitHtdiioden, Wff die 

Ciroiizo %‘i»M * , Null i» 4 t. 

Wii* ill diownsi Falh* dn* l‘ntin‘«udnnig weitfir zu fiihren iHt, 

orgtoht «lit* folgriiifo I iiifortuung: 

Wir ill 111 

a I J f{* I 5“"" log X 

uud fsir r| «li« f«l||oiidt' Difienutliiilgleichung: 

(>-• !!?' ■ (•'’» -1)'/ " "■ 

iiiono lllidritfiiig liiit iilii'f iliowdho Form win die DilTerontial- 
gkdclniiiii III, liar «liw% | itn Stello von x utui V4 ~ 

ail Sliillo tun f gittr«lnii i»it, mid | wErhit mit x gleichzeitig 
, in« rtiPtaltiriw. Writii iioli tlwin vmi negativsn Werthen der 
ikmtm Ktill iiilitrli w triti dur Hate 1. in Kraft. Wtmn lich 
alMir f' foil fl«r Heite der CIrenzo Null nlihert, dann 

mtttieti wir die Oiiifcirntiiiig (13) wiederhokn, und kommen ssu 
ftaer aiilmgreiiiteii Ei?tl« tciii llnteiweheidungen duntdhmi Art 
(Etwa wti W tieii m$ iler ftitegrilnichnutig bekaimten Kriterion 
fir liiii Ciiiiterieiii mnm Iwtiiiimtori Integral!.) 
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Vierter Abschnitt. 


§. 2€ 


§■ 26. 

Anwendung auf die hypergeometrische Reihe. 

Als ein Beispiel fiir die in den vorangegangenen Paragraph en 
bewiesenen Satze wollen wir die Difierentialgleichung der hyper- 
geometriscben Reihe betrachten: 

( 1 ) ' 5(1 — x)u" [y — {(A ^ '^)x\u' — 04 / 3 w = 0 , 

und damit die Coefficienten dieser Gleichung reell werden, 
nehmen wir y reell, a and /3 entweder reell ocler conj'u.- 
girt imaginar an. 

Um die Umformung des §. 23 anzuwenden, setzen wir 

(2) u — ly 

und bestimmen X so, dass die Differentialgleicbung fiir y die 
Form erhalt: 

(3) y" + ^y = 0. 

Setzt man fiir den Augenblick zur Abkiirzung 

(4) a -)- -f- 1 = a, 

so ergeben die Formeln §. 23 (5), (6) 

_ y_ y—g 

(5) I z= X ^ {i — x) ^ ^ 
a^)rr(l -a^) —= 

und fiir ein unendlicb grosses x, worauf es allein ankommt: 

0 a I a 

oder wenn man fiir a seinen Werth (4) zuriicksetzt: 

(7) _ i = _ 1 

und Q ist also negativ fiir reelle, positiv fiir conjugirt imagi~ 
nare a, /3. 

Ist a = so wird q' fiir ein unendlicbes x unendlicb. kleio, 
von der Ordnung a;-i, und wir baben nacb §.25 (12) das Ver- 
halten von 

(loga;)2 9' —i 
4 
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zu untersuchen, welches negativ wircl. Hiernach ergiebt sicli 
aus den Satzen 5. und 6.: 

Die hypergeometrische Differentialgleichung hat 
oscillatorisclie Integrale, wenn a und /3 conju- 
girt imaginar sind; sie hat keine oscillatorischen 
Integrale, wenn a und ^ reell sind. ^ 

Man liatte dieses Verhalten aucli aus der Entwickelung der 
Losung in eine nach fallenden Potenzen von x fortschreitenrle 
hypergeometrische Reihe scliliessen konnen. (Die Functionen 
im §. 8.) 


§• 27. 

Die Nullstellen verscliiedener particularer Integrale. 


Wir wollen nun untersuchen, wie sich bei einer festen Difie- 
rontialgleichung 
( 1 ) 

mit oscillironden Integralen die Nullpunkte andern, wenn man 
von einem particularen Integral zu einem anderen iibergeht, 

Um ziinachst an einem einfachen Beispiel das Verhalten zu 
veranschaulichen, nehmen wir q = constant, und erhalten 

(2) y =: cos II {x — a), 

was, von einem constanten Factor abgesehen, die allgem eine 
Losung ist. Das einzelne Integral wird charakterisirt durch den 
Wertli der Constanten 


( 3 ) 


y 

.y. 


— y. tang iioi = 


wobei sich ein constanter Factor bei y wegheben wiirde. Die 
Nullpunkte von (2) sind, wenn v eine ungerade ganze Zahl ist: 


(4) 


, vir. 


und wenn nun /^ von — co bis -|- co wachst, so geht y,cx, von 
— 7 t 12 bis n [2 und jede Wurzel Xy geht stetig wachsend in 

die nachst folgende iiber. 

Dies Verhalten entspricht einem allgemeinen Gesetz: Nehmen 

Riemann-WeTjer, Pavtielle Dlfeerentlalgleichungen. II, 5 
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i t* r 1f A S * *> ** * ^- * ■ 


wir an, es sei fiir irgeiul fin CHiia:4!it»“* * 
y der Diffurentialglfirhung (1) 


so wird auch bier duvch tleii Writli wu h , = i ,i. • f, t 

gral, abgesehen von eirieni cnsia;iiii«ii !»•-tjusn*!. 

Fur eine zweite, von y tiriabli:tiii;si4f i. raii;,,' 

(8) (' ),. '■• 

Danii ist nach 25 (li: 

(7) I/-' «• V. 

uiid wemi k und h endlieh siinl. v. . . s \.ill ,, 

scbiedeu sein. Wir kdnrieti *ii«’ iitibfv b t *lr! I!L.N-’h. 

positiv aiiiifthmen. 

® Wir lassen x vcUJ <* an uipI i-k-I 4, 

uacbste Nullpunkt von tj nibfr an <1 lt» i|t al** sl<’i 1 1-, - itaij 

ist in dieseiii Punktt* 

1 / .. 0, ; . <*, 11 ' ■ 

und es folgt aus (7j 

k h M.. 


Wir kdnrjeri alio atieli «igi*ri. ;"a.i 

die fur a dasselbe ZfHchim twlifii. tlir in-.. 

dem kleineren Werfclio vim k »in4 4i»% .mis >, 

ausgedrutsk t wertlen: 

7. Weiin wir riirii cTi| *^iii Intr^r.si 4i t fhl'f ; 

gleichung (I| iiiit % ariabl^'i; Vat t t 

bildon, so wacli*ffi *l!<‘ Xiillfniiiii:s' 'iirfij 

mit h. 

Wenn ^ = i: « wt, «« mipJ « rm 1 

und so ergiibt sicb; 

8. Wenn h von — » tik -j r -h. j.-ikM 

Nullpunkt vofi f, *ti?ii|| ill iltn rt. j;:*. isi.iin 

fortichreitend, in deu ffilif-isi- -u -ib.-t. 


i. SS, 

H a r m ti 11 i s c li I* F ti ui'tr» ti r is 

Bie Differenti&lgk‘iebttii|i f|| 1 4^$ 

nobmen, dass tie owllirtnd*’ ^ ^Si'-' ^ -il 
















H .i r !<! !• n (It*' I u 11 f tin 11 c ji. 
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lifh jui'.iti’. i-,!, ha! iiiiiiH r *iu ftarticuiarcs Integral, wehjhos fur 
g*'ji< h»-i!rii Wi'iih vtiii j . ilni wir zum Null|iuukt der at 
\< I'-* liwueh't, lUi'l (iie^ luti'eral ist, allg(^s^‘hell \'on lUiiBiu 
Miuslaut«'ii l'a<'tnr. I’U sei 

til fl fiJi 

<ll«‘NrH Ifilr;,'! ;ti Ullii iiH- Nu}||)U 11 kt•* tlei" (1 fi'mse iiaeh aul- 

v«-iiri|l4i'!; 

ill ^ . 

Ihe \n/al!l I'liiikt** ik! Uitlii-greil/t , UUtl vh iht Ijiclil, 

»ta-*H i.' tu'li lu liiri-u! Wuehseu eiiter tuitllichen (Sreu/.e 
H.tli* !'!s Ia*isit tt-i!'*' ft riij*' Hiili'lir (tri'ji/e, SCI k«iiiut(! in tlicHBin 

Ihinlt"- wnh'r ii ni»»'l( ?/' mu Null verHciueijen nein, wan, wic! 

wn iialjri!, I'-iL 

II*/«'it'ii!irn wir fiijt u I’im* jMeutivi* (*nHHtiiut(‘, ho kormcn 
%ur au'» fit iln- I.Majing »|i»r Itiflefeiitialgleieliutjg 

< .11 i ft 

lii'iIrifrii, sill* 1141 1‘iiiiklt* I II veT^rliwindet. niimlirli 

lit r f(u 11 . 

in Hirli allf* Xnlljjniikt«' vms (-1) inif. poHjiivt'u 

.in'- t „• I 


f a 


«# 4 tt 3 ll -t 

I* ' l» ’ I* 


«n«i iiirtii -nelil. il.nes suit %’fif'li«esnifiits ^ ininier 

'4irii ilem Niilifiiitikt t«ul iTielir, liin auf 

irile Nilir iitiiiiilii«rfi, Weiiii tliilwf « wiss giigtihonor 

ihiiilii Mill r Altst'M'ie i^l. mt katisi iitiiii und mir 

sitir aitf r-itie Wri«% mi diwn eili Nldlpiinki van go- 

il»4»rtinrM Ilai'ig, I'ilwi i4wn «!rr IIder lliiln* ffi), in dots gegeboriini 

I'lifikl m f«llt. 

Iniiie I'liiirtpiii J, die ftlr irgiuifl eitten Worth fo« p dor 
|titleti»fiiijil|||f4|f||iti}g 13) ||#fitigt, ttinl nil dell Etid|nsrikteii « iiitifl 
If ifinrK ,1 %'t*r»‘itwiiidet, ^nllwi wir dno Isfinnoriiicih# 

|•'nfu‘^i«ll iieimwi, Di« Ihfiskte, in donen 

riiit* «i«lrlw’* I’iitirlififi £ itti il« Intiirvtdli*M (alws tth“> 

j^rm4i*H4 tleii ti»Ai tortcltwiiiihtt, t»‘wti«n die Knoten- 

tiiifilitr. wif ikiiii liifrii tlfiii liitWf Snlwtitution don 
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Vierter Abschnitt, 


4 28 . 


Anfangspuiikt a des Intervalles z/ in den Nullpunkt verleger so 
ergiebt nns das oben Bewiesene den folgenden Satz: 

9. Es giebt fllr eine gegebene Strecke bei gegebei sm 
Q nnendlicli viele barmoniscbe Functionen, a er 
eine nnd nur eine, die keinen oder eine gegeb ne 
Anzabl von Knotenpnnkten bat. 

Wir ordnen die harmoniscben Functionen eines gegebe en 
Intervalles z/ 

( 6 ) ^ 0 > ■^21 • • 5 

und ebenso die entsprechenden Werthe ^ 

(7) . fioi f^l5 f^35 • • • 

nach der wachsenden Anzabl der Knotenpunkte. Bei der n- 
wendung auf die scbwingende Saite ist die Function ohne Kno n- 
punkt die barmoniscbe Function des Grundtones oder er 
Ordnung Null, die folgenden sind die Functionen des erst n, 
zweiten, dritten etc. Obertones, die wir aucb die b r- 
moniscben Functionen der ersten, zweiten, drit jn 
Ordnung nennen wollen. Der Factor p wacbst mit der ( d- 
nung der betreffenden Function. Die barmoniscbe Fnnct )n 
^ter Ordnung bat n Knotenpunkte. 

Durcb die Knotenpunkte der barmoniscben Function Sn \ rd 
das Intervall in n -|- 1 Theilintervalle getbeilt, in d( sn 
jedem die Function ein unveranderlicbes Zeicben bat. as 
Vorzeicben von Sn ist iii den einzelnen Tbeilintervallen b- 
wecbselnd positiv und negativ. Wenden wir auf die bei sn 
Functionen die Formel (3) §. 25 an, so folgt: 

(8) = (f^n + 1 P'n) j” Q -yi d X —[— CO st. 

Es seien jetzt a, ^ zwei auf einander folgende Nullpur te 
von also die Endpunkte ernes Tbeilintervalles z/,,, in dem ie 
Function Zn keinen Zeicbenwecbsel bat, und, beispielswf se, 
positiv sei. Wenden wir die ^Formel (8) auf diese beiden Pur te 
an, in denen 0 ^ verscbwindet, so folgt: 

f 

(9) {^n+i — (^n + 1 — (gn + 1-— f^n) Q +ldx. 
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Die Knotenpunkte. 


69 


Hieraus folgt leicht, class Sn + x nicht iu dem ganzen Inter¬ 
val! z/v dasselbe Zeiclien haben kann. Denn nehmen wir an, es 
sei ^n + i immer positiv, oder wenigstens nirgends negativ, so 
ware die rechte Seite von (9) positiv, weil im ganzen Inter¬ 
val! und ill+ 1 ~ ill positiv sind. Die linke Seite aber ware 
negativ, da ^1 im Punkte w positiv, im Punkte negativ ist. 
Es muss also 0 n + i im Intervall z/,, sein Zeiclien wecbseln und 
daber mindestens einen Knotenpunkt baben. Es kann aber aucb 
in diesem Intervall nicbt mebr als ein Knotenpunkt von 
liegen, weil ja in jedem der n 1 Intervalle z7v mindestens 
ein Knotenpunkt von ^n + i liegen muss, und diese Function docb 
nicbt mebr als n -j- 1 Knotenpunkte haben kann. Also baben 
wir den Satz; 

10. Von den Knotenpunkten von ^n + i liegt einer in 
jedem der Tbeilintervalle z^^, in die die Strecke z/ 
durcb die Knotenpunkte von getbeilt wird. 

Wenn man in diesem Satze n — 1 an Stelle von n setzt, so 
ergiebt sicb daraus unmittelbar: 

11. In jedem der Tbeilintervalle z/^, mit Ausnabme 
des ersten und des letzten, liegt ein Knotenpunkt 
der Function 


§. 29. 

Die Knotenpunkte zusammengesetzter barmoniscber 

Functionen. 

Wir bescbliessen diese Betracbtungen iiber die barmoniscben 
Functionen des Intervalles z/ mit der Ableitung eines Satzes von 
Sturm: 

Es seien m, n zwei ganze Zablen, von denen keine negativ 
ist, und < w; ferner seien c,«+i, • • - j Cn beliebige Con- 
stanten. Die Function 
(1) /(x) =: Cot + l 

verscbwindet an den Grenzen a, h des Intervalles z^, und wir kbnnen 
aie eine zusammengesetzte barmoniscbe function der 
Strecke a& nennen. Ibre Nullpunkte im Inneren von z/ sollen 
aucb bier die Knotenpunkte you f{x) genannt werden. 
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Vi«*rS At''**-'' ti SaS ! ’ 


Danh lautet tier Satx, tieii w'*r 

12. Die Aitr.ahl tier Kimteti ^' *i»'t i n h < i 

/(x) ist: 

a) hcichstffis gliMcIi «, 

b) minde«tc‘ii« #» 

Hierbai wird ein Kntit**jipuiiki '**-*^i / ^ " ttitam 

gleichviel ob der slifis, I’sisiki* 

schwindet, oder nicht 

Die Function geniigt tlt»r |iaH*TriiiiMU»lr-i. lai.iis,; 

(2) 4“ |4p’i. “ 

und daraus ergiebl nirb 


(3) f'{x) ~ — P iCm ” «'« ' Si f* a ■■ I « - : • * -a 


Nun inuns zwisflicn zwii -siif rirsiii-'i<'-r ji 

von f{x) nothweridig <*i!i %wli|tijiii»l *««ri I’lj- ? 

also V die An^.ahl der '*■>*14 lu--, i i L4 

Endpurikte riocli liiniiikMiiiiiifn. 4 ip Aii/i'il'l % 

punkto von/'(xi gleirli r * i„ iifa,| ,|» 

zwei Wurzeln van fUi) IVmjr-l 11 |s„ 

muss, 80 ist die Anatii il«r mm'nm 
wenigsfcen^ glekb p. Nirli (Mi »rr«1 j-" 1 = 1 
noch in den Etidpawkltii dr^ liilpreiillr% . 1 , mu r 

= fiM *dll« ||s I 4 r'i| fill 

valles J mifc wenigiteiM r 

holung dmtdben teiiiien *«• Isslgnid.-'u ^ 

ableiten: 

Von den iuiiafnitteiige«ftf.lr® I yie ii 

fr(x) ~ C^Hm Sm ’i 4 l|**f i | "4*1 . | * '"* pk* 

worin f die Rcihe dir ^mumt ii I, -i. dpit i 

jede Mgenda mindtitoiii §» fi*|i* <1!% dp. 

gehenden, alto miiidettetii w , wriiti p -*||« Iim.; 

der Knotenpunktii fciii (l| lii 

Seton wir, iridiitt wir r« tsMi Niill 


m 




r* I I fmi i 


r«., 

r« 




f** 


80 

( 6 ) 


f 5 -^ 4 I 


*• I 
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^t, und da <C ^m + i <i • • ■ <i f^n ist, so werden sich die 
51 -^^ ' * ‘ unendlich wachsendem r der Grenze Null 

Nr^' 

liat wie wir wisseii, n Knotenpunkte, in deren 
<©■« versckwindet. Wir konnen dann jeden dieser n Knoten- 
^ in ein beliebig kleines Intervall 6 einschliessen, und 
j ^^nnen wir die Coefficienten y so klein aunebraen, dass 


^cli (6) definirte Function b ausserhalb dieser Intervalle 




^erscb.windet, dass sie, ebenso wie , an beiden End- 
von d entgegengesetzte Vorzeichen hat, und dass 0 ' im 


Von d nicbt verschwindet. Dann liegt in jedem Intervall 

■^lillpunkt von 0 . und in keinem mehr als einer, und 0 hat 

^ 

~~~— 1 und niclit mehr Knotenpunkte. Es ist mithin aucli 


V <; n, 

Theorem 12 a ist also bewiesen. 

zweite Theil, 12b, kann aber aus den gleichen. Ent- 
^‘■'U.iigen gefolgert werden. 

^o-nTi wir namlich 


I Gn 1 + 1 1 • • • 1 

II 

— 2v — 2r — 2?’ 

Cm fin , Cm 4-1 flm + 11 • • • f^n 

, SO geht fr(iz:y nach (4) in / (,^) iiber, wahrend/(a;) 

t in. 

/ ' ^ \ 2 f I ““ 2 I I 2 T* 

— - Cm flm 0m Cm -\-1 flm + 1 +1 ‘'' C^ fin 0n 

goliti, und nach dem bereits gewonnenen Ergebniss hat / (a;) 
CKtoiTS so viele Wiirzeln als/_,.(a;). Wenn wir dann wiecler 
ansse Zahl r iinbegrenzt wachsen lassen, so gehen die Knoten- 
to von /L.,. (jx) in die von 0 ,n iiber, deren Zahl m ist. 
UB folgt also 

m ^ r, 

(ler Satz 12 b. 

VVin'* haben den Satz 12 so formulirt, dass jeder Punkt, in 
dio Function/(a;) verschwindet, als ein Knotenpunkt gezahlt 
"VVir batten aber auch anders zablen konnen, namlich so, 
■vyiar einen inneren Punkt, in dem/(a;) mit seinen g — 1 
3 X->©rivierten verschwindet, fur g (zLisammenfallende)Knoten- 
to gezahlt hiitten, und der Satz hiitte sich auch bei dieser 
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Vu'rtffr ’ 


Zahlung a]s richtig erwiesari. In I a-Htii.,,' j- 

mehr als 12a, aber wenigfr al» Tilt. 

WeniJ dagegen im eiiit’SH dt-r luisiiiuidii*- ri.ii utii h. 
^—-1 ersten Differentialqiwtit'utfii , >, nurdt* 

Satz niclit mehr richtig hbnheit, wrri!i »ir. %:iH luih,. , 

solchen Punkt als q • l»fat*hcii .’.itiL ii «ij| 

So hat z. B. die Function 

f{x) r- ti sin ‘i.r • ‘“m 1 I 

im Intervall (0, Jtj im Allgt.*iiii*iiirti /«•« -j,, | 

specielle Function 

3 sin 2a; 2 sin M.c 2 dri .r i i r■»'» .i i i 1 | i / 

hat fiir s = i) einen Niillptirikl «lrill«*r mi I ,iii-.fs*ir 

noch einen inneren Knotfii|miikt. P*-r .lnHtn iii.lf} 

darf also, wcnn der Sati: riflitig |jb'il*rii rin lit I'm . 

Knotenpunkte gezahlt wenleii. 

Es ergiebt sich fenwr a«ii tlrw Kai/ hi 4s« 

13. Die Function 

(10^ * ^«si . $ *«« ! ' ^ 

kann nur danii iili'iitt^rli %, m* 
alle Coiiffiei«ntf*ii f< glpirfi %nll %iud 

Wenn nEmlteb f(xi Mtiilticli Suit limi r* t«ii ^ 

verschieden ist, so kfinnen wir r, » i , nini 

giebt sieh 

Cm im 4 $ - r, ^ 

Dies iit aber ttnioSglicIi, tk ilk linl,* 
hat, wihrend die webte ftioli I'i hrnlmimm m | |j 


Daritellung aiatr willfetirlirli#fi Idiii. isnu fftirr 
htrttoaitefcii Fmis tknii-'ij 

• tmmmUrn J kmtu mum 

emer DarstellungwillkirllcItpFii^ttitft 

benutMn, ton taeB die 

welter tbuu, aU enter der Vonw»i«t*a«g, daw j.; 
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luim Si!i<glu-!i h»*j. tlii‘ (‘urt'lii'icuti'ii dun’ll iu'stiumdt' lute-- 

.lusdnu'kt’ii. I!jv,«*u‘lm<*n wir \vii*d«*s‘ init 

■ f ? » n i‘ * 

. 4 riHi»mM‘hs*!i !■ tuii-iiHUfiJ. m auiktidi'cmliT Iddlu*. genirdnet. 
Halt man atr^ 1 2.* tVir irgfiid /.wm di«’s<*r Fuuctiuncii: 

„ r. f fd,i j c> ti I- ' fuiiKt. 

liiaii dan lisitajral ula-r iliiH gati/c lutiTvuU .L alwi V(Ui 
l,iH j h asiHdrlnit, utid it,„ \»»u u,, u‘rs*duudiui amiiiinnt: 

1 (t 


iVriiii Sn tt.ifv', %<* ktiiiiiln tkij* hitngrul |;i) iiicht mohr 

|»wii»l»ni, S*-ii» W.-rlli Wil'd danti van <U'!i in dt*n iiocli 
♦lijsiiiii rui}4aiili*u FarlurfU iddiiiiigmi. Wir 

fi. 

I |» 5k X f»H- 

|«l, diliiii fli'i i» dxitt lii{t*rvfdl ./ gf*g«dwitc‘ willklirlidui 

li4m, mt wir 

f'l.n r. .f,. * r, » t’.j 4'.| I ■ * 
s ill*’ 14111111 * 111*^11 x,j #*, , i'|, . . . ¥*iti f (xl abhiitJ^RJi utid Hftch 
tnl 111 li*^»tsffiiiit w«’r*lxii, wMiii niiiit (&) wit f utuUijilicift 
Iftif A Miiii iirliftli* 



miftlti# wi*-’ l«‘S dpf F«»iiripr‘ttdtifiiand’tlxiiiiiyjii'Bentiuniiuiig. 





























]•' n ti ft f r A 1»M‘ Ini i 11. 


Dit! iulKltiiolmiiK tUsr Wiirmoloitauig. 

^ . 11 . 

W a r iH I* f 1 y « h. 

I>i«'tail di*r Mrli tlia I'iunjrii'tlar VVllnne» 
Iritami /« Isa! , i«l tlii\ diM zwii mit aiiiiiiidcT In B(‘~ 

riiliritag htf’lw'ial*’ K«r|»w t»4*T Tludla tliwselliaii KurptirM fcm 

%-rr'Hr!iii**li»!.sit r I rtiijirniltir Tem|HTHturunt(sr- 

alliiiiilili* It dadiirrti , iliw^ «jfli «lnr kaltcrc* 

litfi'iti'r iiipl »l*’r wariti«r«' knit wink 

\!if I nian /.» *tar Ausalirtiiung ^rliingt,, iIhhk 

4«'i tii!»|si'iiiiiclpl! marinfra liMrprr Lancia Kuargit*- 
tsiiTiillj irrltiyl, tiijcl <l»‘r iirtilara Karjay tlia glcit’la* 

iliaifnaii?*' . dt*- Hi »l«'r I’urru iUt Taiapfriilar- 

rflitilitiiiii /« |.|p 4I , iiial I%urrgiaqufiiit lUa hf- 

liiaii 3Hir|i III-, «ii« ittu Ki»rn«‘r iiti dan titidartni 

Akgr|,?*d«-iM- W 41 fiir Witrmai««ii||r* wird liiarniir!i 

iliirrli Iiiiid l»«l difiMidltaii IHitaaii- 

ftiiiHril flfritp ' Ml i lilfi, t, 117 j. 

Wi-Mii »’'itis'»ni liHr|s»'r lif»Wiii«i'* Wiirmi’mniKa /.uKufllljrt 
wifil, *«» wsrd liiilri I iiiitjiinipii iiiii »*in Tlinl dfiv«»ii fnif 'riitiipa- 
%'4r»Mi*ll, ii»’r iwntrra 11ii«t! «ird iii idiP' ii«d«r«* 
I'titm dat Kiirfgis^ i, |l ri'i-’klnvlw' Knariiir, ¥»*rwatHlidl xwr 
Aftw-itadi^l^lilllg «l, Is ill |i«}taistlidli' Ksiafgia itlwirgeftliirt. 

Klw'Hfcii diirrli r«i»*U iwiciw'r 

Eti»’*rgi*4«iriw#’i« * I, 

ritii’* m riiit* ttiiaisdlirii kkiiia rii| 

f^r«iW4t, 4jt- i*««, I kail irlsif* l< Etdfttiin i’{ig«fdlirt, ^lim 

% Iff yg t'ii 4‘.* *ii4f If” i( I w ititd llriittdirt'ifriifs 

»|j«t ii V jr liV'f 4tii tf*** Wafk ttsfll I*li.l4ek, Vaf* 







78 


riinfter Abschnitt. 


. 31. 


.Theil aucli durch Umwanclliing aus anderen Energieforme im 
Iiiiieren von m entstehen kann, so ist die dadnrcli he /or- 
gerufene Temperaturerhohung du proportional mit dq und im- 
gekelirt proportional mit w, also 


.( 1 ) 


du = 


dq 
cm ’ 


worin c ein Proportionalitatsfactor ist, der von der Natur der 
Masse m und auch noch von der schon vorhandenen Tej pe- 
ratur selbst abhangig ist. Er kann definirt werden als die Wa; ae- 
menge, die erforderlich ist, um die Masseneinheit der betrefFei leii 
Substanz um einen Grad (der Einheit der Temperaturdiffei iz) 
zu erwarmen, und heisst die specifisclie Wiirme des StoJ es. 

Als Einheit der Tempertiturdifferenz nehmen wir den C ad 
der hunderttheiligen Scala. Auf den Nullpunkt kommt es n lit 
an. Es kann fiir die Temperatur des schmelzenden Eises u - 0 

gesetzt -werden. Es kann aber auch u von dem sogenani en 
absoluten Nullpunkt an gerechnet werden, -wohei dann as 
schmelzende Eis die Temperaturzahl 273° erhalt. 

Auf die Formel (1) griindet man ein anderes Maass fur ie 
Warmemenge, die Calorie, die aber auch wieder auf mehi re 
verschiedene Arten definirt -wird. 

So versteht man unter einer Nullpunkts-Calorie ie 
Warmemenge, die erforderlich ist, um ein Gramm Wasser ■ m 
Null Grad auf einen Grad zu erwarmen; unter der mittler n 
Calorie versteht man den hundertsten Theil der Warmemen e, 
die erforderlich ist, um ein Gramm Wasser von 0° auf 100° u 
erwarmen. Kohlrausch(Leitfaden derpraktischen Physik, Leip g 
1900) rechnet nach einer Calorie, die ein Gramm Wasser \ n 
15° um einen Grad erwarmt. Diese enthalt ungefahr 419 . ] ^ 
absolute Warmeeinheiten (nach dem Centimeter - Gram - 
Secunden-System). 

In Bezug auf den Uebergang der Warme von einem warn - 
ren Korper zu einem kalteren, oder kurz die Warmeleitui r 
gilt nun erfahrungsmassig folgender Grundsatzi): 

Wenn eine ausgedehnte Platte von irgend einem Stoff a f 
beiden Seiten mit Raumen verschiedener Temperatur, z. B. a f 
der einen Seite mit schmelzendem Eis, auf der anderen n : 


) Vergl. Hie eke, Lebrbueb der Experimentalphysik (Leipzig 189' 



Warmefluss. 
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§. 31. 


Wasser von liolierer Temperatur in Berlihrung steht, so wird, 
wenn die Temperatur beiderseits constant erhalten wird, Warme 
vori der warmen nach der kalten Seite durcli die Platte hindurch- 
gehen, die z. B. durcli die Menge gesclimolzenen Eises gemessen 
werden konnte. 

Die ganze Vorrichtung denken wir uns nach ausseii durcli 
eine cylindrische Flache, senkrecht zur Ebene der Platte, be- 
grenzt, durcli die keine in Betracht kommende Warmemenge 
aus- Oder eintritt; die Temperaturen, die auf beiden Seiten der 
Platte berrschen, mogeii mit bezeiclinet sein. 

Die Warmemenge die in der Zeit t durch die Platte 
hindurchgelit, ist dann proportional mit der Temperaturdifferenz 
Ml — Mo, proportional mit der Oberflaclie co der Platte, und pro- 
]iortional mit der Zeit endlicli umgekehrt proportional mit der 
Dicke J der Platte, also 





cot, 


woriii k ein Factor ist, der die Warmeleitfahigkeit der Sub- 
stanz der Platte lieisst. Dieser Factor k ist nur in erster An- 
nalierung constant, er ist streng genommen nocb eine Function 
der beiden Temperaturen Uq, und kann, wenn die Temperatiir- 
dili'erenz — Mq klein ist, mit einer weiteren Annaberung auch 
als Function der mittleren Temperatur ^ (uq -\- angeseben 
werden. 

Wir niachcn nun die Annahme, dass ein Warmeaustausch 
nur zwiseben den sicli unmittelbar beriibrenden Tbeilen eines 
Korpers stattfinde i) und wenden demgemass die Formel (2) auf 
die unendlicb Ideinen Theiler eines Korpers an, in dem die Tem¬ 
peratur u cine Function des Ortes ist. Wenn wir auch die 
Zeitdaiier t auf ein unendlicb kleines Zeitelement cZ i beschranken, 
konnen wir auch nocb die Voraussetzung fallen lassen, dass Mq, 
von der Zeit iinabhangig sind, und konnen also die Temperatur 
u auch als Function der Zeit ansehen. 

Wenn wir dann die Formel (2) auf das unendlicb Kleine 
ilbertragen, so ergiebt sicb der folgende Satz; 

Ist die Temperatur u im Inneren eines Warme- 
leiters eine Function des Ortes und der Zeit, 

>) Ilierdurcb scliliessen wir die Warmestralilung, also die Vor- 
gtoge in den diathermanen Kdrpern, von der Betrachtung aus. 





